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Die Relativbewegung der Schlagkugeln im Taumelscheibenriittler*. 
Von W. Reidelbach. 


1. Einfithrung. a) Der zur Betonverdichtung bestimmte Riittler besteht im Prinzip aus 
einer Z-formigen Kurbelwelle und einer kreisférmigen Taumelscheibe, die gleichmaBig iiber 
den Umfang verteilte Réhren tragt (Abb. 1). Durch Drehung der Kurbelwelle bei gleich- 
zeitiger Fuhrung eines Scheibendurchmessers in einer Ebene, die durch die Drehachse der 
Kurbelwelle geht, werden Taumelscheibe und Réhren in eine eigentiimlich schwingende 
Bewegung versetzt mit dem Zweck, die in jeder Réhre eingeschlossene Kugel zwischen den 
Réhrendeckeln hin und her zu schleudern und durch die StéBe zwischen Kugeln und Deckeln 
den zu verdichtenden Beton zu erschiittern. Die Bildebene der Abb. 1 liegt in der Fihrungs- 
ebene des gefesselten Scheibendurchmessers; es sind nur zwei Réhren eingezeichnet. 

Bredschneider’ hat die Periodizitat und Frequenz der StéBe auf Grund einer geniherten 
Darstellung der Kugelbewegung zum Zwecke der konstruktiven Auswertung graphisch unter- 
sucht, jedoch keine strenge Theorie der Kugelbewegung ent- 
wickelt. Die vorliegende Arbeit bringt die Ableitung der strengen 
Bewegungsgleichungen und soweit als méglich auch eine genaue 
oder genaherte Integration bis zur expliziten Darstellung der 
Kugelbewegung. 

b) Die Eigenbewegung der Erde darf hier wie bei den meisten 
kinetischen Problemen der Maschinentechnik vernachlassigt und 
der erdfeste Raum, in dem der Rittler aufgestelt ist, als Inertial- 
system angesehen werden. Die Rotation einer Kugel um ihren 
Schwerpunkt bleibe zuniachst unbeachtet. Die absolute Be- 
wegung eines Kugelschwerpunktes erfolgt langs einer Raum- 
kurve; ihre analytische Darstellung erfordert daher drei Glei- 
chungen. Die relative Schwerpunktsbewegung beziiglich eines 
auf der Taumelscheibe fixierten Bezugssystems (,,Fahrzeugraum‘ 
oder kurz ,,Fahrzeug‘‘) ist an die Achse der Fihrungsréhre gebunden, also geradlinig und 
in einer einzigen Gleichung darstellbar, woraus hervorgeht, da die Beschreibung der rela- 
tiven Kugelbewegung wesentliche Vorteile bietet. 

c) Die allgemeinen dynamischen Grundgleichungen der Relativbewegung eines starren 
Kérpers sind bekannt und sowohl in Vektorform?, 4,°,® wie in Motorform’, 4,5 mehrfach 
entwickelt worden. Man findet auch Anfange einer Darstellung des Systems expliziter Diffe- 
rentialgleichungen fiir die Komponenten der relativen Schwerpunktsgeschwindigkeit und der 
relativen Drehgeschwindigkeit eines starren Kérpers®,’. Die Anwendbarkeit dieser Glei- 
chungen ist allerdings auf Falle spezieller Fahrzeugbewegungen (z. B. Drehung um eine 
raumfeste Achse mit konstanter Drehgeschwindigkeit) beschrankt. Gerade bei technischen 
Problemen sind jedoch viel allgemeinere Bewegungszustinde durchaus anzutreffen. Auch 
bilden die haufig verwendeten Schwerpunktshauptachsen nicht immer das geeignetste Bezugs- 
system. 


Abb. 1. Der Taumelscheibenrittler in 
schematischer Darstellung. 


* Dissertation Karlsruhe 1953, Hauptreferent: Prof. Dr.-Ing. R. Sonntag, Korreferent: Prof. 

K. v. Sanden. 

1 K. Bredschneider, Grundlegende Untersuchungen iiber die Kugelwege im Taumelscheibenriittler. 
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d) Es erscheint daher notwendig, ein ganz allgemeines System von expliziten Differential-} 
gleichungen aufzustellen und dabei folgende Bedingungen zu beachten: : if 

a) Der Bezugspunkt der Relativbewegung und der Reduktionspunkt der duBeren Krafte) 
sollen beide in den Schwerpunkt S oder in einen im Fahrzeug dauernd rubenden Punkt des; 
starren Kérpers fallen. Er sei zugleich Ursprung eines kérperfesten Bezugssystems. i 

B) Der Bezugspunkt fiir die Bewegung des gefihrten, fahrzeugfesten Bezugssystems sei/ 
dessen Ursprung. Er werde in einen ausgezeichneten Punkt des Fahrzeugraumes gelegt, etwa. 
in einen im Inertialsystem festen oder in denjenigen Fahrzeugpunkt, in dem der starre Kérper| 
wihrend der Relativbewegung gegebenenfalls festgehalten wird. Er ist im allgemeinen mit. 
dem unter a genannten Bezugspunkt nicht identisch. | 

y) Die Traigheitseigenschaften des starren Kérpers sollen explizit durch seine Masse sowie 
seine Trigheits- und Deviationsmomente ausgedriickt werden. 

Diese Forderungen entspringen dem Wunsche, gewisse natiirliche Gegebenheiten zu berick- 
sichtigen (Bedingung « und f) und die Gleichungen so zu gestalten, daB sie ohne jede weitere’ 
Umformung unmittelbar angewendet werden kénnen (Bedingung y). Sie sollen hier mit den 
in der technischen Mechanik iiblichen, einfachen Hilfsmitteln abgeleitet und dadurch auch 


der Praxis naher gebracht werden. 


2. Die dynamischen Grundgleichungen der Relativbewegung. a) Es sei u die absolute Dreh- 
geschwindigkeit des Fahrzeugs, ), die absolute Translationsgeschwindigkeit seines Ursprungs 0, | 
0 die relative und ty =u +0 die absolute Drehgeschwindigkeit des starren Kérpers. Es sollen 
ferner zeitliche Anderungen irgend eines Vektors ¢ innerhalb des Inertialsystems durch Sterne 
(t), Anderungen innerhalb des Fahrzeugs durch Punkte (¢), Anderungen innerhalb des korper-| 


festen Bezugssystems durch Ringe (t) gekennzeichnet werden. Dann gelten die Transforma- | 
tionsformeln 


D 


i= eee (1) 
es0n se ees (2)| 
f= Ww vor (3)| 


Wird die augenblickliche Lage des Schwerpunktes S des starren | 
Kérpers im Inertialsystem (z,, 2,, 23) durch den Ortsvektor 3, seine 
Lage im Fahrzeug (x1, x,, x;) durch den Ortsvektor y und der 
Ursprung 0 des fahrzeugfesten Systems durch den Ortsvektor @ 
angegeben (Abb.2), so ist stets 3=a-+z. Wegen a= Das a = bo 
by erhalt man als absolute Beschleunigung des Schwerpunktes S 


Abb. 2. Zur Relativbewegung des 2K * x } 
Schwerpunktes eines starren Kérpers. j = Vo aL tu . (4) 


r und ¢ bedeuten die relative Geschwindigkeit und die relative Beschleunigung des Schwer- | 
punktes. 
Gleichung (1) liefert speziell 


fir r=u eet ean Sey ait) (5) 
fir r=r b=uxrt+t, (6) 
NUE og iets T=uxt+?. (7) | 


Fiihrt man in (4) den Differentialquotienten von (6) 


** * * ok 

CW Xe ere 
ein und verwendet dabei (5), (6) und (7), so entsteht aus (4) die bekannte Darstellung der 
absoluten Beschleunigung als Summe von Fihrungs-, Coriolis- und Relativbeschleunigung: 


| 


j= +axetux(uxz)+2uxeteé. (8) 


b) Bezeichnet %§ die Resultierende der auBeren Krafte, m die Masse des starren Kérpers, 
so gilt im Inertialsystem der Schwerpunktsatz 


m 3 = Se 


Bei Verwendung von (8) geht daraus die erste dynamische Grundgleichung der Relativ- 


XXII. Band 1955 Reidelbach: Die Relativbewegung der Schlagkugeln im Taumelscheibenriittler. 3 


bewegung 
mli+2uxt+o +a xtrt+ux(uxnl=—Z (9) 


hervor. Werden die in (9) angeschriebenen Vektoren mit Hilfe der drei Grundvektoren eines 
fahrzeugfesten, kartesischen Kreuzes ty, ly, ts jeweils als Summe dreier Komponenten in den 


Gleichungen 


t= % + le X% + 13 Xe, E11 % +i, % +t, x5, Et % + ig % + i, Xs, 


U = ty + ty Uy + ty us, U = tty + ig t + i, ty , 
Do = 4 Y + Ig Vy + Tg U5, BP =i, Py +t, Py +1, Ps, 
a a7 P : : : 
dargestellt, wobei v, = p,-i, (vy = 1, 2, 3) sein soll und nicht mit (p,-i,)* verwechselt werden 


darf, so ergeben sich aus der Vektordifferentialgleichung (9) fiir y die folgenden simultanen 
Differentialgleichungen fiir die Schwerpunktskoordinaten x,, x5, x3: 


. e * . . 

Ky — 2 Us X% + 2 Uy xX; + 0, — (U2 + U2) x + (Uy Uy — thy) % + (u, Us + UW) a 

a 4 A * ‘ 5 (Pe 

% —2u,%, + 2u,%, + v% — (u2 + wu?) x + (uy us — Wy) x3 + (u. u, + Us) x1 aaa (10) 
XK, — 2 Uy X, + 2 uy, x + v5 — (ui + uz) x3 + (Ug Uy — Uy) x, + (Ug Uy + U,) —— 


die durch zyklische Vertauschung der Indizes auseinander hervorgehen. Ihre Integrale 
%,(t), %9(t), x3(t) geben unmittelbar die relative Lage des Schwerpunktes im Fahrzeugraum als 
Funktion der Zeit t an. 

Da in (10) alle GréBen auf die fahrzeugfesten Koordinatenachsen x,, x), x; bezogen sind, 


miissen die Ursprungsbeschleunigung p, und die Winkelgeschwindigkeit 1 des Fahrzeuges, 
die man natiirlicherweise zunachst im Inertialsystem bestimmt, in das gefiihrte Bezugssystem 


transformiert werden. Wegen 1 = i ist es gestattet, die Drehbeschleunigung 11 durch Dif- 
ferentiation der Drehgeschwindigkeit u im Fahrzeuge zu berechnen. Es ist dagegen nicht 
zulassig, den transformierten Vektor ), im Fahrzeug zu differenzieren. Man wirde dadurch 


Do, nicht aber Do erhalten. Hier mu », zunachst im Inertialsystem differenziert und dann 
transformiert werden. 

Zerlegt man alle Vektoren von (9) im Inertialsystem, so entstehen Differentialgleichungen, 
die mit (10) formal vollkommen identisch sind. Die Transformation von by und u ist dann 
zwar nicht notwendig, jedoch sind dann die Lésungen x,(t), x(t), x;(t) Komponenten des 
Vektors r beziiglich des Inertialsystems und miissen nachtraglich in das gefiihrte Bezugs- 
system transformiert werden, wenn man die relative Schwerpunktslage darstellen will. Im 
allgemeinen wird bei der Anwendung von (9) die Zerlegung der Vektoren im Fahrzeugraum, 
also die erste Methode, vorteilhafter sein. 

Bei gleichformiger Rotation des Fahrzeuges um eine raumfeste Achse durch 0 ist ), =0, 
5, =0, 10. Dann lautet die erste Gleichung (10) 

ae : - 1B 
My — 2 Uy %y + 2 Ug Xy > Uy (Uy Xp — Uy X%) — Uy (Wg % — Uy 3) = 

Man erkennt in (u, x, — u, x3) die zweite, in (u, x, — Uy x) die dritte Komponente der 
absoluten Geschwindigkeit ), = Ux Y desjenigen fahrzeugfesten Punktes, der im Augenblick 
mit dem Schwerpunkt zusammenfallt. Beurteilt man die Anderung der Relativgeschwindig- 
keit des Schwerpunktes von einem kérperfesten Bezugssystem aus, dann muS Y nach (2) 

° ~ . . o ° . 
durch die Summe 0 Xz + iC ersetzt werden, die mit ¢ =v, auch 0 xv, + 0, geschrieben wer- 
den kann. An die Stelle der ersten Komponente %, tritt dann der Ausdruck 0, v,3; — 03 U;» 
“- Vers so daB die letzte Gleichung nunmehr die Form 
d P, 
Ve1 + 0 Urg — 93 Ura + Us Vag — Ug Vag + 2 Ug Vyg — 2 Ug My. = ea 


bekommt und jetzt (bis auf die verwendeten Buchstaben) vollstandig mit der von v. Mises 
angegebenen Komponentengleichung* iibereinstimmt. 


PAeg ©. S, 197, Gl-(1 7a). 
1* 
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c) Die Drehbewegung des starren Kérpers beherrscht der Drallsatz, der mit dem Begriff 
des statischen Moments verkniipft ist und dessen Form daher von der Wahl des Momenten- 
bezugspunktes abhangt. 


Bezeichnet r jetzt den Ortsvektor eines Massenpunkts dm des starren Kérpers in bezug | 


auf den Ursprung des Inertialsystems, r’ den Ortsvektor von dm in bezug auf irgend einen, 
auch beziiglich irgend eines der drei betrachteten Raume (Inertialsystem, Fahizeug, starrer 
K®orper) beliebig bewegten Bezugspunkt 0 und r, den absoluten, beliebig veranderlichen Orts- 
vektor des Bezugspunktes 0 (Abb.3), so ist 1 =Yp +’ und die absolute Geschwindigkeit des 
Massenpunktes SS ety te 0) t’, wenn by) = {, die absolute Geschwindigkeit des 
Bezugspunktes 0 darstellt. Fir den Kérperschwerpunkt ite tte Sy Arg if, sant = 
* *, *, 

To + Ts = Do erates 

Aus dem Newtonschen Grundgesetz fir den Massenpunkt 
dm = dp + dj 

(dp = Summe der beziiglich des starren Kérpers duBeren Krafte, dj = Summe der inneren 
Krafte am Massenpunkt dm) folgt, wenn man das Wechselwirkungsgesetz fir die inneren 


i, Li 
Abb. 3. Zur Ableitung des Drallsatzes fiir Abb. 4. Zur Ableitung des Drallsatzes fiir 
einen beliebig bewegten Bezugspunkt. einen kérperfesten Bezugspunkt. 


Krafte beachtet und iiber die kontinuierlich verteilte Masse des starren Kérpers summiert 
(Summationszeichen S), 


Sdmt' xb = St’ x dp. 
7 d / , *& / , : fA / / . 
Wegen a, (t xb) =(t'xb)*= xvt+r XD ist 1 xb=(t <0)* 7 xb, oder mit 


peesih= ty 
esp = & %b)< a, xD 
und demnach 
Sdmt' xp = Sdm(v' x »)* + Sdmv, xb = St’ x dp. (11) 
Mit Sdmr' x ») = Bo (Impulsmoment oder Drall des starren Kérpers in bezug auf 0), Sv’ x dp 
=, (statisches Moment aller auBeren Krafte in bezug auf 0) und Sdmb = mb, (resul- 


tierender Impuls des starren Kérpers) entsteht aus (11) die allgemeinste Form des Drall- 
satzes fiir irgend einen Bezugspunkt: 


* 
Bo + m Do x 0; == Mo . (12) 
Die bekannte, speziellere Form des Drallsatzes 
* 
Bo — MM (13) 
geht aus (12) hervor, wenn ), = 0 oder vb, = b, ist, d.h. wenn der Bezugspunkt im Inertial- 


system festliegt oder in den Schwerpunkt fallt. 
d) Ist im besonderen 0 ein kérperfester Punkt und dreht sich der Kérper um diesen mit 
der absoluten Winkelgeschwindigkeit ty, so kommt » =, +t’ = bo +10 Xr’ und daher 
B= Sdmr' xv =Sdmr’ x (0) + xt’) 
= it. < Dees diy (to x Yt’) 
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oder mit der Abkiirzung S dmr’ x (tv x 1’) =B 
Bo =mryxo+B. (14) 


Bezieht man r’ und jy auf drei von 0 ausgehende Koordinatenachsen mit den Grundvektoren 
ty te, tg (Abb.4) und bedeuten T,, T,, T, die Tragheitsmomente, Do DD, 
D,, = Dz. die Deviationsmomente des starren Kérpers beziiglich dieser Achsen sowie w,, 
W,, Ww, die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit tp, so ist 


B =i, (w, T, — w, Diy — 3 Dy3) + i, (wp T', — ws D,, —w, Do) + 13 (3 T, — w;, Day — wy Deyo). (15) 
Gleichung (15) kann mit Hilfe des Tragheitstensors ® in der tberaus einfachen Form 
BS =w@ (16) 


angeschrieben werden. Das symbolische Produkt ty ® kann auch ohne Kenntnis der Tensor- 
rechnung verstanden und ausgefiihrt werden: Es bedeutet, daB zwecks Darstellung des Vek- 
tors 8 bestimmte Komponenten des Vektors jv mit bestimmten Tragheits- bzw. Deviations- 
momenten, den ,,MaBzahlen** des Tensors ®, zu multiplizieren und die Produkte in genau 
der Reihenfolge zu summieren sind, die (15) angibt. An die Stelle des Vektors ty kann ein 
beliebiger, anderer Vektor treten, ohne da die Multiplikationsvorschrift, die (15) ausspricht, 
geandert werden mibte. 
Die zeitliche Anderung des Dralls (14) im Inertialsystem 


or *, pone * 
Bo = Ms X Vo +mr,Xvo +B 


: * : 
laBt sich wegen 1, = », — b) auch in der Form 


* . %* 
Be =m. Dy mr, xX ty 4 DB 
anschreiben. 
Bildet man jetzt die Summe in (12) und beachtet, daB mb, x Vy + mo X Vs = 0 ist, 
so entsteht der Drallsatz fiir einen kérperfesten Bezugspunkt 


% * 
der fiir die Anwendungen itiberaus zweckmaBig ist, da sich starre Kérper bei technischen 
Problemen vielfach standig um einen Punkt drehen. 


Ist der Bezugspunkt zugleich auch raumfest (py = Do = 0) oder mit dem Schwerpunkt 
identisch (tj = 0), so kommt nach (17) 


33 = Neo ° (18) 


nach (14) §, = %, also $, — 3; daher sind die Formen (13) und (18) des Drallsatzes identisch, 
Sie werden vor allem dann verwendet, wenn kein standiger Drehpunkt gegeben ist und wenn 
die Schwerpunktsbewegung und die Drehbewegung um den Schwerpunkt voneinander unab- 
hangig sind. 

e) Im Zusammenhang mit der Theorie der Relativbewegung interessiert besonders die 
Drehung eines starren Kérpers um einen im Fahrzeug festgehaltenen Punkt. Es liegt nahe, 
diesen Punkt als Ursprung des fahrzeugfesten und des kérperfesten Bezugssystems und als 
Bezugspunkt fiir 8, rj und Yt, zu verwenden. Seine absolute Geschwindigkeit 0) in (17) ist 
dann identisch mit ), in (8), der Vektor 1, mit y in Abb.2. Gleichung (17) lautet in diesem 
Falle 


* 
B+ myx do =Mo- (19) 
* 

Die Drallanderung % folgt aus (16), wenn man differenziert, zu 
* * 
B= wS+wo. 

Andererseits ist nach (3), wenn dort r = § gesetzt wird, 
* fe) 
B=wxd +B: 

Die zeitliche Anderung % des Vektors @ im kérperfesten Bezugssystem lautet zunichst 


° 


5 = 10 D + tn O, jedoch ist in diesem System @® konstant, also D = 0, weil die MaSzahlen 
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des Tensors ®, die Trigheits- und Deviationsmomente, beim starren Kérper unveranderlich 
: es ° 
sind, wenn sie auf kérperfeste Achsen bezogen werden. Da folglich 8 = tp @ oder wegen 


e) 
mp = tv Xx ty inn auch § = {p @ ist, kann man 


$—pxBtiho —=wxwS+m® 


setzen und erkennt, da® tv @ —p x8 =w xv @ sein muB. Gleichung (19) lautet jetzt 
DO+twxwO+mrx hh =Mo- (20) 


fe) * 
Mit 5 =uxb, +) und ip —t +uxo+o oder Do = IE X Dy 420 X Dore We und tp = 10 
— tt +0 erhalt man aus (20) zwei verschiedene, explizite Formen der zweiten dynamischen 
Grundgleichung der Relativbewegung: 
oP +nx0G+mrxh +mrx(uxv) +nrO+uxu®P | (21) 
toxuP@+uxoO+(uxvsG=MN, f 


° 


oD toxvoStmrxbhy+_mrx(uxd) +uS+uxu® | (22) 
mr xX (0 XD) -OXUuP +uxoD=M, J 


die mit den von Magnus angegebenen, entsprechenden Gleichungen’ itbereinstimmen. Man 
beachte, da Magnus zwar einen ebenfalls kérperfesten, nicht aber gleichzeitig fahrzeugfesten 
Bezugspunkt verwendet und daher dessen Relativgeschwindigkeit beriicksichtigen muB. 
AuBerdem sind dort die symbolischen Produkte u ®, 9 ® usw. mit vertauschten Faktoren, 
also ® u, @ o usw. geschrieben, was nach den Regeln der Tensorrechnung bei einem symme- 
trischen Tensor wie @ gestattet ist. 

Setzt man in (21) und (22) r = 0, so entstehen die expliziten Vektorgleichungen, die dem 
Drallsatz (18) entsprechen. Die zeitlichen Anderungen der Geschwindigkeiten 0, u und bo 
werden in (21) vom Fahrzeuge, in (22) vom kérperfesten System aus gesehen. 


f) Man gewinnt die entsprechenden Komponentengleichungen, indem man die Vektoren 
aus den im Punkte 0 entspringenden Grundvektoren i,, iz, i; (Abb.4) aufbaut, die Produkte 
aus Vektor und Tensor bildet und schlieBlich die Ma®zahlen eines und desselben Einheits- 
vektors beiderseits des Gleichheitszeichens gegeniiberstellt. Das Ergebnis sind je drei simul- 
tane Differentialgleichungen fiir die Komponenten 0,, 09, 0; der relativen Drehgeschwindigkeit 0, 
und zwar gehen hervor 


aus (21): 

CL 0, Dig 07 Dis = 05 o; (T; — Ty) — 0, 0, Diy + 0, 03 Diz + (05 — 03) Dos 

+ Mm 2% (Vz + Uy, Ve — Uy V1) — m Xz (Vg + Ug V, — Uy V9) 

+ u, T, — uy Dy, — ts Di, + Uy us (T3 — T.) — uw, ug Dy, + uy Uz Dye 

+ (uj — uf) Dog + us 03 (T, + T, — Tp) + ug 05 (Ts — Ty — Ts) 

+ 2 (uy 0; Dy, + us 0; Dog — uy 02 Dyy — Ug 02 Dos) = M,, 


0, T, — 03 Dog — 0, Dy, + 0, 0, (T, — T;) — 0, 0; Dy, + 02 0; Dog + (0; ct 9) Ds, 
+ m x3 (Vy + Uy v3 — Us Ve) — mM xy (v5 + Uy Vg — Us V,) 


ote Uy {yi us D3 — uy Dy + Ug Uy (T, — Ts) — Ug uz Dy, + Us Uy Dog (23) 
4+ (u? — ui) D3, -- us 0, (Ty + T, = Ts) + uy, 0; (T, — T, — T3) | 
+ 2 (ug 0; Dog + uy 0, Dy, — uy 03; Dy, — uz 03 Ds;) =M,, | 


6, T; — 0, Ds, — 0, Dsg + 0, 0, (T, —T,) — @, o, Ds + 03 09 Ds, + CA 0%) Dis 
a ea (2 + Us v4 — Uy U3) — mM Xp (Vy + Uy Vs — Uz Up) 
+ us T, — u, Dy, — uy Dyz + Uy Uy (T, — Ty) — us uy D9 Uz Us Ds, 
++ (uy — ut) Dy + uy 0, (T, + T; — T,) + uy 0, (T, — d Feo es) 
+- 2 (us 0) Dy, + Uy 09 Dyy — us 0, Dyy — U; 0, Dy») = M, 


1 A.a. O. S. 343, Gl. (19b) und (18b). 
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aus (22): 


(e) (e) fo} 
0, T, — 0, Dy — 0, Dis + 02 03 (T3 — T,) — 0, 0, Dy; + 0, 03 Dyy + (03 — 03) Dog 
fe) 
+ m xX» (Vz + Uy Vy — Ug v,) —_m Xy (Vq + Us vy — Uy V3) 
fo} fo} fe} 

+ ¥, Ty — u, Diy — ug Dyg + ug us (T,— T,) — u, u, Dys + Uy Ug Dyy + (u2 — uz) Dog 

+ m xy (0, vg — 05 v1) — m Xz (03 vy — 0, V3) + (Uy 03 + Uz 02) (T; — Ts) 

— (Uy 02 + Us 0,) Dyg + (uy, 03 + Ug 0,) Dy, + 2 (ug 03 — Uy 02) Dos = M,, 
Os f= 03 Do, — oy Dy, + 03 0, (T; — Ts) — 0, 0; Doy + 02 0; Dp + (of — 03) D 


fe) fo} 
+ m X (V1 + Ug Vz — Uz Vp) — Mm x, (V3 + Uy vy — Uy 04) 


31 


fe) fe) fe} 
+ U, T, — us Dog — u, Dy, + us Uy (T, — T3) — uy Us Day + Uy Uy Do, + (ui a us) Ds, __’ 
+ M™ X3 (02 V3 — 03 Ve) — m xy (0, Vp — Oy 4) + (us 0, + Uy 03) (it) 
— (ty 0; + Uz 09) Dy, + (Uy 0 + Uy 0) Diy + 2 (u, 0, — uy 03) Dsy = M,, 


Os t= 0; Ds, — 0» Dye + 09 0; (T2 — T,) — 05 0, Dy + 05 02 Dg, + (0; — 0) Dy 
+m x, (®, + us Vy — Uy Vs) — M Xe (% + Uy Vs — Us Ve) 
7H Us i. Uy Ds, — ily Dyy + Us Wy (T, — Ty) — us Uy Dyp + Ug uy Dz, + (u2 — ut) Di» 
+ m x, (03 vy — 04 V3) — mM Xp (02 V3 — 03 Vg) + (Uy Og + Uy 03) (T, — T;) 
— (ug 0, + Uy 03) Dz. + (U3 02 + Us 03) Dy, + 2 (Uy 02 — Uy 0;) Dyy =, 


Setzt man hierin x1, = x, = x, = 0, so entstehen die Komponentengleichungen, die dem 
Drallsatz (18) entsprechen. 


Die bei der Zerlegung verwendeten Grundvektoren 1,, 1,, 1; (Abb.4) kénnen zwar ganz 
beliebig orientiert sein, jedoch ist es zweckmafig, die Zerlegung der Vektoren in demjenigen 
Bezugssystem vorzunehmen, in dem ihre zeitlichen Anderungen gesehen werden sollen. Man 
lege also die Grundvektoren bei Anwendung von (21) parallel zu den Koordinatenachsen 
des Fahrzeugraumes, transformiere die Geschwindigkeiten », und u in dieses System und 
differenziere sie dort. Allerdings miissen nun auch die Tragheits- und Deviationsmomente 
auf die Richtungslinien der Grundvektoren bezogen werden, was im allgemeinen nicht von 
vornherein méglich ist, weil die Stellung des Kérpers im Fahrzeug erst ermittelt werden soll. 

Die Differentialgleichungen (23) miissen in diesem Fall durch ein System von Trans- 
formationsgleichungen fiir die Massenmomente zweiter Ordnung des starren Kérpers erganzt 
werden, deren Lésung tiberaus schwierig ist, da sie vom zweiten Grade sind. Die Integration 
des gesamten Gleichungssystems wird nur in wenigen, besonders einfachen Fallen gelingen. 
Ihr Ergebnis, die Komponenten der relativen Drehgeschwindigkeit 9 beziiglich des Fahr- 
zeugraumes, beschreibt allerdings die relative Drehbewegung so, wie sie ein dort aufgestellter 
Beobachter sieht, also unmittelbar und anschaulich. 


Ganz anders ist die Lésung von (22) zu bewerten, bei deren Anwendung man zweckmabig 
ein kérperfestes Bezugssystem benutzt. In diesem Fall sind die Tragheits- und Deviations- 
momente zeitlich konstant und nach Wahl der Bezugsachsen bekannt. AufBerdem erreicht 
man weitgehende Vereinfachungen der Differentialgleichungen (24), wenn die Bezugsachsen 
in die Tragheitshauptachsen gelegt werden. Schwierig ist nun jedoch die Darstellung der 
Vektoren ), und u und ihrer zeitlichen Anderungen im kérperfesten System, weil dessen Stel- 
lung gegeniiber den Vektoren vorerst unbekannt ist. Auch hier kommt demnach zu den 
Gleichungen (24) ein System von Transformationsgleichungen hinzu, die zwar nur vom ersten 
Grade aber dennoch nur in einfachen Fallen der Relativbewegung lésbar sind. Hat man 
schlieBlich Integrale von (24) gefunden, so wird damit die relative Drehgeschwindigkeit 0 
und die Lage der relativen Drehachse innerhalb des Kérpers bekannt, ein weniger anschau- 
liches Ergebnis als die Kenntnis der Drehachse innerhalb des Fahrzeugraumes. 

Zum. gleichen Resultat fiihrt auch (21), wenn man, mit Hilfe von (2), 6 durch D ersetzt 
und die Vektoren im kérperfesten System zerlegt. Es entstehen Differentialgleichungen, die 
mit (23) ibereinstimmen, wenn 01, 0, 0; Statt 0,, 6), 0, geschrieben wird. Sind die Bezug- 
achsen Schwerpunktshauptachsen (x,=%,=*x;=0, Dj,=D,;=D,;=0) und ist die Fahr- 
zeugbewegung eine gleichférmige Rotation (w=0, db, =0, %=0), so lautet die erste Dif- 
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ferentialgleichung 
0, Ty + Uy 05 Ty — Ug 0, Ty + (02 03 + Uy Ug + Uy 03 + Uz 02) (T; — T,) = M, 
oder 
T; (0, — Uz 0, + Uy 03) + (T;— Ts) (up + 0%) (Us + 03) = M, . 
Die letzte Form dieser Gleichung wurde von v. Mises angegeben’. Man erkennt ankeed ae 
in Uyj03—U,0, die erste Komponente des Vektors 1x0. Nun ist wegen t=oxu+u und 
it =0: =ux 0 also u, =u, 0, — uz 09. Damit entsteht aus der letzten Gleichung die Beziehung | 


T; (0, ity) (i, Le) (ts 09) (uz + 03) = M, 
oder mit u, -- 6, = w,(y = 1, 2.3); 
T, w, + (T;—T>) wy + ws =M,, 


d.i. die erste der bekannten Eulerschen Gleichungen fiir den Sonderfall, daB die Bezugs- 
achsen Schwerpunkthauptachsen sind. 


3. Die Kinematik des Taumelscheibengetriebes. Die Drehachse der Kurbelwelle stehe senk- 
recht zur Erdoberflache, der stets ruhende Mittelpunkt 0 der Taumelscheibe sei der Ursprung 
sowohl des raumfesten als auch des scheibenfesten Bezugssystems (Abb.5); dann ist die | 


Ursprungsbeschleunigung Do 0. Von den Koordinaten- | 
achsen des orthogonalen Fahrzeugraumes (%,, %, %3) werde | 
x, in die Achse der Scheibenbohrung, x, in den gefiihrten | 
Durchmesser gelegt. Das ebenfalls orthogonale, raumfeste 
System (2, 2), 23) sei so orientiert, dafB z, in die Drehachse | 
der Kurbelwelle, z, in diejenige Ebene fallt, in der sich der | 
gefiihrte Durchmesser bewegt. Dann bleibt x, stets in 

der (2, 2,)-Ebene und senkrecht auf 2%. 

Weiterhin steht die Projektion x, der Achse | 

x, auf die (z.,z,)-Ebene immer senkrecht 
tty auf x, .* 

Die Achse x, umlauft mit konstanter 
Drehgeschwindigkeit ux die raumfeste Achse 
zs, der Drehwinkel uxt der Kurbelwelle 
werde von der (z,,z,)-Ebene aus gemessen. 
Die Taumelscheibe mu8 sich infolge der 

‘y~,,  Fesselung eines Durchmessers relativ zum 
Abb. 6. Die ab.  MuUrbelzapfen (x,-Achse) mit einer Dreh- 


solute Winkel. geschwindigkeit Us derart drehen, daB ihre 
eschwindigkeit . . . 
odie ae eee absolute Drehgeschwindigkeit 
ALS scheibe, zweimal es 
Abb. 5. Die Stellung der Taumelwelle und oe als Uu= Ux + Usk 
des scheibenfesten Bezugssystems (x, x, %3) UPR GCA re . : 
im raurmfesten Bezugssystem (2, %,2,). Komponenten,  ZuUgleich auch die Summe zweier anderer 


Drehgeschwindigkeitsvektoren ist: 

Die Taumelbewegung kommt namlich auf andere Weise auch dadurch zustande, daB der 
gefiihrte Durchmesser (x-Achse) um die Achse 2, mit der Drehgeschwindigkeit up und die 
Scheibe gleichzeitig um den gefiithrten Durchmesser mit der Drehgeschwindigkeit usp gedreht 
wird. Die Summe up+uUsp muB mit u iibereinstimmen (Abb. 6): 

Up + Usp =Ux +Usce =U. (25) 
Bei Verwendung der Einheitsvektoren i und { (Abb.5) wird 
lin ns isn =o en. ix =f ur, Usk = — 1, UsK. 
Damit kann die Bedingung (25) in der Form 
f, up +1, usp Sits 1K iz UsK = U (26) 
angeschrieben werden. 


UIA. (a. On 90197, Che (17h). 


* Werden zwei zueinander senkrechte Geraden auf eine Ebene projiziert, die zu einer der Geraden 
parallel liegt, so schlieBen die Bildgeraden einen rechten Winkel ein. 
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Stellt man die scheibenfesten Einheitsvektoren i, in den raumfesten Einheitsvektoren 
f,, dar, setzt also 


3 
ie = oH (y = 1,2, 3), 
p=l1 


so sind von den neun Mafzahlen i, , sechs unmittelbar bekannt, wenn man Abb.5 und dic 


zugehoérigen Erlauterungen beachtet: 
MaBzahlen des Vektors 1,: 

is) = —sindcosuxt, is. = —sindsinuxt, is, = cosd. 
MaBzahlen des Vektors i,: 


Pe Oe ee COS Os tne Seine. 


Da die Geraden x, und x, aufeinander senkrecht stehen, sind die 
beiden mit J bezeichneten Winkel einander gleich. Infolgedessen ist 


Abb. 7. Die Projektionen 


tg ) =tg(x,,25) =tgd sinuxt. Daraus folgt GONG I 
: ; ii é tg Osin ux t 
lo, = 0 loo == = lon = 2 us . 27 
es ‘ ‘ J 1+ tg? 0 sin® ux t 3 V1 + tg? 6 sin? ux t (2) 
Die MaBzahlen des Vektors i, ergeben sich mittelbar aus folgender Uberlegung. 
Zur Darstellung der Einheitsvektoren f,, in den Einheitsvektoren i,, 
3 
iy i ab ka» (u = 102, 3) 
Y= 
benétigt man die MaBzahlen? 
k,, = yu 
3 3 
Wegen 5 ki, =1 ist daher auch 3S/i,,=—1; daraus folgt 
y=1 yal 
B,=1- hye (u = 1, 2, 3), 
oder schlieBlich die MaBzahlen des Vektors i,: 
ate \y; + tg? 6 sin? uK t 
cre 1+ tg? 6 : | 
2 sindtgdsin2uxt 
ty = ee (28) 
2V1+tg? dsin? uxt 
: sin 0 Cos UK t 
iia = 


= V1 +tg?dsin?ugt * 


3 3 

Werden jetzt in (26) die Vektoren f, und f, durch die Summen 3'1,i,, bzw. >’ 1, i,, ersetzt, 
ps y=1 

so entstehen zwei verschiedene Formulierungen der Komponentendarstellung 


U = 1, Wy + ty Ug + 1, Us 


der absoluten Drehgeschwindigkeit der Taumelscheibe: 


: 1+ tg? 6 sin? uxt 
up 1 + tg?6 


sin 0 COs UK t 
u = 
qk saa 
yl +tg* dsin* uxt 


i 


) 


| 
| | 
tg Osinug t t= lt 


: Wass ; 
(Rae Tg U = 
+ hsp | gue /1-+ tg? dsin? uxt 
| | + ts (ux cos 6 — Usk) 


1 Die Projektionen eines Hinheitsvektors ty auf einen Einheitsvektor f, und umgekehrt sind einander 
gleich, siehe auch Abb. 7. 
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woraus unmittelbar bzw. nach kurzer Zwischenrechnung (Koeffizientenvergleich und Be- 
rechnung von up) die Komponenten 


sin 0 Cos UK t | 


u, — UK 
1 ee 
/1-- tg? d sin? uxt 
tg Osin ux t 
Uplate — (29) 
/1-+ tg? dsin? ugt 
sin 6 tg 6 2 
ep — COs’ UKt 
Ys Kj + te? dsin? uxt 


abgelesen werden kiénnen. Ihre zeitlichen Anderungen sind 


wy = — qa tk sind (1 + tg? 6) sinuxt, 
ae ee tg 0 cos uxt, 
Fane (30) 
Us = oa ux sin 6 tg 6 (1 + tg? 6) sin 2 ux t 
pant W =J1-+ tg? 6 sin? uxt. 


Es ist auch ohne explizite Durchrechnung offensichtlich, daB die mit (29) und (30) berech- 
neten Koeffizienten der allgemeinen Differentialgleichungen (10) tiberaus verwickelte Funk- 
tionen der Zeit sind und eine strenge Integration verhindern. 

Da nach Bredschneider 6 ~0,1 ist, kann man tgd ~ sind ~ 6, cos6 ~ l und 1 +0? ~1 
setzen. Wenn man weiterhin w statt ux schreibt, lauten die vereinfachten Komponenten der 
Drehgeschwindigkeit 


u=wdcoswt, w=wdsinwt, Us—= —w0* cos wt, (31) 
die vereinfachten Komponenten der Drehbeschleunigung 
“= —o' dsinwot, %=—e@dcoswt, =o dO sn2ot (32) 


und schlieBlich diejenigen Koeffizienten in (10), in denen weitere Vereinfachungen zweck- 
maBig und zulassig sind!: 


(u2 + u2) = — w* 6? (sin? w ¢t + 6% cost t)= —w? 0? sin’ wt, | 

U, Us + u = — w? & cos wt +w?d coswt-~ wd cosat, 

(u? + u2) = — w? 6? cos? w t — w? 64 costw t= — w? & co wt, 

Uy U; —U, = —w? OSsinwtco®wt+w2dsinwt~w?dsinat, (33) 
Us Uy — Uy = — ow? 6 cos mt —wrdcosat ~ —wdcos@t, 

Us Up + U, = —w? Ssinwtcor®wt—wdsinat ~ —wdsinat. 


4. Die reibungsfreie Kugelhewegung. a) Da die Kugelschwerpunkte an die geradlinigen 
Achsen der Fihrungsréhren gebunden sind, verlauft ihre Relativbewegung stets parallel 
zur x3-Achse. Die Koordinaten c, = r sin Y, C2 =recosg des Punktes, in dem eine solche 
Réhrenachse die (x,,%.)-Ebene durchsté8t (Abb.8), sind daher stets auch Schwerpunkts- 
koordinaten und von der Zeit unabhangig. In (10) muB demzufolge 


Kyser, ky ea, Oe 34 
DISS ey Cry Ne x, = 0 | (34) 
gesetzt werden. 


1 Zwar ist keineswegs sin2we stets geniigend genau gleich sin?mt +- 62 cos‘wt, jedoch ist der mittlere 


4 
: 1 Sut 
Fehler aus einer Periode fm = =) O* costmt d(wt) = z o* gegenitber dem Mittelwert der Funktion 
0 


; a, ‘ ae 1 : 3 
F = sin? wt + 6? costot, di. Fn = a (sin? wt+ 6? costwt) d(wt) == eo verschwindend klein. 


oh 


+ 


Sac 
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Als auBere Krafte wirken an der Kugel das Kugelgewicht 
G = — mgf, = — mg (t, ks, + iy kesy + t3 Ig) = — m 8 (11 ty3 + ty tog +t, 3) 
mit den Komponenten 
sin dcos@t 


G, = — mgi,, = — mg —— ~ —mgdcosot, 
V1 -- tg? 0 sin? @ t 


: te dsinat : 
CC, = — Mg, = mg = = mgosinwt, 
Vase tg? Osin® wt 


G; = — mg iz, = — mg cos 0 ~~ — mg 


und eine Normalkraft St senkrecht zur Réhrenachse, also parallel zur (x,,%))-Ebene, mit 
den Komponenten N, und N,, die ebenso wie die zur Réhrenachse parallele Reibungskraft 
® =i3F vorerst unbekannt sind. Die Komponenten 
der resultierenden, auBeren Kraft lauten dann 


ee 
Peet PN sg (36) 
Peet. | 


Die GréBe der Reibungskraft hingt vom Bewegungs- 
gustand der Kugel in einer Weise ab, die spater 
erértert werden soll. Zunachst sei vorausgesetzt, 
da Reibungswiderstaénde nicht auftreten. 

Die allgemeinen Gleichungen (10) gehen dann 
unter Verwendung von (31) bis (34) und (36) und 
mit F' — 0 in die folgenden, speziellen Grundgleichun- Abb 8. Die Stellung einer Réhrenachse im scheiben- 

: ° es festen Bezugssystem (x, x, %,). 
gen der reibungsfreien Kugelbewegung iiber: 


hohrenaochse 


m (2 6x sinw t — w?d* c, sin? w t | 
— wd? c, sin w t cos wm t + w?d x, cosmt) = G, + N,, 


m (— 26x, cosmt + 36% c, sinw t cos t (37) 


— wd" c. cos* wm t + wb x, sinw t) = G, + Np, 


m (%; — wdc, cos wt — w26 cy sin wm t — w?6? x3) = Gs. | 


Die einzige, noch verdnderliche Schwerpunktskoordinate x, wird im weiteren ohne Index 
geschrieben. Die eigentliche Bewegungsgleichung ist die dritte Gleichung (37), wahrend die 
erste und zweite die Komponenten N, und N, der Normalkraft (Zwangskraft) liefern, sobald 
die aus der dritten Gleichung (37) bestimmte Funktion x = x(t) in sie eingesetzt wird. 

Die Bewegungsgleichung lautet nach Umordnung zweier Glieder und wenn man G; = —mg 
sowie 

cy cosmt + cysinwt =r sin (wt + ¢) 
einfuhrt, 
mx —mow* 6%? x =mo*drsin (wot +g) —mg. (38) 

Ihre homogene Lésung 


x, =A Sinwdt + BEoj wdt 


beschreibt eine ,,Eigenbewegung“, ihr partikulares Integral 


a) ; g 
Xp = — pg sin (wt +) + De” 
das bei kleinem 6 (6 ~ 0,1) und mit a = *%, auch 
Xp» = — Orsin (wt + @) + % 


_ geschrieben werden kann, eine erzwungene Schwingung. 
Abb.9 zeigt drei charakteristische Formen der reibungsfreien Kugelbewegung 


x —x,=AGinwdt+ BOojwdt—drsin(wt+@), (39) 
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wobei zunichst noch unendlich lange Réhren vorausgesetzt sind. Die Eigenbewegung ist | 
jeweils als gestrichelte Grundkurve, die sich tberlagernde Schwingung stets fir den Fall 
gp =0 gezeichnet. Es sei ferner stets A = 2 dr. Die Grundkurve hat, falls B/A < — | ist, 
einen Extremwert (Kurve a, B = — 2 A), falls B/A = — 1 ist, die Asymptote x — x, = 0 | 


(Kurve b), falls B/A >— 1 ist, keinen Extremwert (Kurve CU = Ay 


b) Sind die Réhren symmetrisch zur Taumelscheibe durch Deckel abgeschlossen, so ist 
die Schwerpunktsbewegung auf den Bereich — lL<x <I beschrankt (Abb.10). Durch StoB 
gegen den Deckel dndert die Kugel in gewissen Zeitabstinden ihre Bewegungsrichtung. Die 
Bewegung zwischen zwei StéBen sei ,,Lauf* genannt. Ein Lauf kann an einem Deckel be- | 
ginnen und entweder am gegeniiberliegenden Deckel oder in seinem Anfangspunkt enden. 

Der n-te Lauf beginne zur Zeit t =t, am 
oberen Deckel (x = 1) mit der Geschwindig- 
keit v, <0. Wahrend des Laufes ist dann 
t > t,, die Zeit t’ = t —t, sei Laufzeit ge- 
nannt. Damit wird wt+9=ot +ot, 
+p =ot' +n, woraus ~r=—P +@t, her- 
vorgeht. 

Ersetzt man in (39) ¢ durch t’ und @ | 
durch g,, so entsteht die ,,Laufgleichung“ | 

xn = A, Sinwdt’ + B,Coj wdt’ 

—drsin(ot’ +n) +%., (40) | 

Aus den Anfangsbedingungen x, =I, x, =v, 
fiir t’ = 0 errechnet man 


A, =—~ + 1rcosqn, | 


4 
6A 


5A 


4A 


5A 


2A 


(41) | 


A o 0 
B, =l—-«x,+ drsing,. 
hy a Non 
0 OS 10 15 20 
Abb. 9. Drei Weg-Zeit-Bilder der reibungsfreien Kugelbewegung. Abb. 10. Die beiden Endlagen einer Schlagkugel. 


Der n-te Lauf endet im Augenblick t =t,,,; =t, + Ty, d.h. t’ = T,, am unteren Deckel | 


bei x = — 1. Die ,,Laufdauer* T,, ist die Lésung der Bestimmungsgleichung 
—l=—A, SGinw oT, + B, Cojo 6T, — drsin (oT, + Qn) + Xe» (42) | 
die aus (46) hervorgeht, wenn dort t’ = T,, und x, = — 1 gesetzt wird. | 


» : n—l 
Beginnt der erste Lauf im Augenblick t,, so ist t, = t, + ST, und folglich Gr =P+ot, | 
v=a 


n—l 

ae oY T,. Die Kugel sté8t am Ende des n-ten Laufes mit der Geschwindigkeit — 
Vn == ih) 6A, Co) w Oun + 0) OB, Sin w Oe = 69) Or cos (w f ie -- Pn) 

gegen den unteren Deckel, wendet und beginnt den (n +-1)-ten Lauf mit der Geschwindigkeit | 
Unt+1 = — €E Un (6-—— StoBziffer) : 


Hat (42) keine reelle Lisung, so erkennt man daran, daB die Kugel den unteren Anschlag 
nicht erreicht. In diesem Falle muf auf der linken Seite von (42) das Vorzeichen umgekehrt 
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und dann T,, bestimmt werden. Diese Lésung T, gibt den Zeitpunkt an, in dem die Kugel 
wieder auf den oberen Anschlag trifft. 
Der (n +1)-te Lauf folgt der Gleichung 


%n41 = Anyi Stnwdt’ + Bry: Cof ode’ — dr sin (wt! + Mayr) + He 
mit 


reso! n 
Ani = Do + 7 COS Mn+ » Patri =o +ot4+o ST,. 
y=1 


Erreicht die Kugel den unteren Deckel, so ist 


Byyi = —l—«, + Orsin gars, 


erreicht sie ihn nicht, so ist 


Bayi = +l—x«,+drsingrya. 

Die gesamte Kugelbewegung wird als Folge einzelner Laufe durch die drei Zahlenfolgen 
An, Bn, Gn (W=1,2,3...) charakterisiert. Da die Bestimmungsgleichung (42) fir T,, trans- 
zendent ist, kann ein allgemeines, explizites Bildungsgesetz fiir die Glieder der Folgen nicht 
formuliert werden. 

c) Bredschneider hat spezielle Zahlenfolgen fiir gegebene Werte 1, w, 6, r, p nomographisch 
bestimmt. Die Grundlage seiner Nomogramme bildet eine Darstellung der absoluten Kugel- 
bewegung, bei der die Erdbeschleunigung vernachlassigt und die Taumelbewegung der Rébren 
als harmonische Translation langs der Réhrenachse mit der Amplitude a und der Frequenz 
angesehen wird. 

Letztere folgt aus der genauen Kinematik (Ziffer 3) durch Grenzibergang. Macht man 
den Ortsvektor y des DurchstoBpunktes einer Réhrenachse durch die (x,,*.)-Ebene (Abb. 8) 


B= ty ey + ty Cy = Gy (ty Cy + ty Co) + by (tho Oy + tos 0) + Ey (tas C1 + to €2) 
unendlich grof und zugleich 6 unendlich klein derart, daB dr =a ist, dann bleibt die Réhren- 
achse stets lotrecht und fihrt, wie die Spitze des Vektors r, eine in seiner dritten Komponente 
(i;3 C; + to3 Cg) ausgedriickte Schwingung s aus, die zufolge (27) und (28) bei kleinem 6 und 
mit ux =©@ lautet: 


s=6(c,cosmt+cosinw t)=drsin(wt+g) =asin(wi+@). 
Durch denselben Grenziibergang und mit g=0 entsteht aus (38) die Differentialgleichung 
m% =mo?asin (wt + @) 
der relativen Kugelbewegung 


x= —asn(@wt+g)4+At4+B, 


die Bredschneiders absoluter Kugelbewegung entspricht. Aus der entsprechenden Lauf- 
gleichung 


tn = —asin(ot’+q,) +Ant’ + Bp, (43) 
worin 
CC, =P OF 4 pee A, =tr, +4 COS Or, B, =Il+asing, (44) 
ist, folgt die Bestimmungsgleichung fir die Laufdauer T, 
—l=—asin(T,+9,)+4,T7, +!l+asing,, (45) 
die — in anderer Form — auch Bredschneider angibt. 


Die Kugelbewegung wird wiederum durch drei Zahlenfolgen A,, Br, gn baw. Th 
(n =1,2,3...) charakterisiert. Infolge der Transzendenz von (45) gelingt es jedoch auch 
hier nicht, ein explizites Bildungsgesetz der Folgen aufzustellen. Bredschneiders Nomogramme 
gestatten, in einem Liniennetz fortgesetzt Punkte zu markieren, die abwechselnd eine Zahl 
der Folge A, , dann eine Zahl der Folge T,, abbilden. Insbesondere ist es méglich festzustellen, 
bei welchen Werten der KonstruktionsgréBen | und a die Folgen |A,| baw. T, einen festen 
Grenzwert haben. Die dadurch ausgezeichneten Kugelbewegungen mit ,,symmetrischer 
Perjode“« méchte man beim Betrieb des Riittelgerates erzielen, damit die zeitliche Folge der 
KugelstéBe vollkommen gleichmaBig ist. 
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d) Bei einer derartigen symmetrischen Periode muB fiir jedes n %,41 = — %y sein (Be- 
wegungssymmetrie beziiglich des Zentrums « = 0), oder ausfihrlicher geschrieben 


— asin (ot +@ny1) + Angi t’ + Bay = @ sin (ot'+g,) — Ant — B, 


fiir jedes t’. Die erste der dafiir notwendigen Voraussetzungen 
IE CHS BLE Anat +A, — Us Basi + B, = 0 


lautet bei Verwendung von (44) 

Ynt1 —Grn = oT, =2. | 
Wegen t' < T,, ist daher das Argument der Hyperbelfunktionen in (40) wot’ <da, bei 
kleinen Winkeln 6 (6 ~0,1) w dt’ < 0,314. Im Bereich derart kleiner Argumente kann nun 
mit ausreichender Genauigkeit Cin wdt’ durch wdt’ und Wojwodt’ durch | ersetzt werden. 
Der Fehler bleibt dabei unter 5°%. Man bedenke bei dieser Abschatzung, da der Wert der 
Sto®ziffer ¢ sicherlich mit gréBeren Fehlern behaftet und zudem nicht bei jedem Stof der 
gleiche sein wird. Es hat daher keinen Sinn, eine Laufgleichung von gréBerer Genauigkeit 


zu verlangen. 
Gleichung (40) lautet nach dieser Vereinfachung 


x, =A, wot’ + B, — or sin (@ t’ + Qn) + e+ 
oder, wenn man die Konstanten nach (41) und dr = a einsetzt, 
Xp, = nt’ +mat’ cosy, +1 + asing, — asin (wt + gp). (46) | 


Sie ist nach dieser teilweisen Linearisierung vollig identisch mit (43), woraus hervorgeht, | 
da8& Bredschneiders Uniersuchungen auf einer ausreichend sicheren Grundlage stehen. 


5. Der Einflu8 der Reibungskraft auf die Kugelbewegung. a) Der Spielraum zwischen 
Kugel und Fiihrungsrohr sei so klein, daB die Kugel die Rohrwand praktisch immer berihrt. 
Im Berihrungspunkt greifen an ihr die Normalkraft % =i, N, +1, N, und die Reibungs- 
kraft % =i, F an. Vorzeichen und GréBe der skalaren Zahl F werden vom Bewegungs- 
zustand der Kugel bestimmt. 

Gleitet die Kugel, so ist (bei hinreichend kleiner Relativ-Drehgeschwindigkeit 0) 


F = — sgn(x) Mo jn => IN? 


Die Reibungszahl , wird hier als konstant vorausgesetzt, weil die Schwankungen ihres Wertes 
bei trockener Reibung relativ klein und zudem nicht mit geniigender Sicherheit bekannt sind. 

Da F parallel zur Schwerkraft wirkt, geht (38) mit — mg + F statt — mg in die Dif- 
ferentialgleichung der gedimpften Kugelbewegung iiber: 


m % + sgn(x) Uo /N? + N? — mao? 0x = mw? drsin (wt +p) —mg. (47) 


An dieser Stelle muf§ zunachst der Wurzelausdruck in (47) naher untersucht werden. Aus den 
ersten beiden Gleichungen (37) folgt, wenn man (35) beachtet und g/w? 6 = g’ setzt, 


Dice ; 
Nit O70 l* cost + — sin w t + 6 (g’ cosm t — ¢, sin? wm t — cy sinw t cos w | : 


a ; 25 
N 2 . . 
N, = mo ols sin @ t — ——~ cos t + 6(g' sinwt + 3c, sin t cos w t — ce, cos? w | P 


N? + N2= (1m w? 67)? | ae < ¢2 


x x (CF c?) cos2mt — c,¢c,sin2mt 


—cicos4mt—cqc,sindwt +g’ sin2 t (ec, sinw t — c, cos@ | (48) 
AviCy as 
+ (m o8)8 2.38 [xg — — sin w t 
L 


Qo: 


- 2% : 
+ (x sin 2m t — — C08 2@ ) (c, sin m t — cy cos » | 
+ (m w? 6)? (=* ae ca it) ‘ 
wm” 


Gleichung (48) laBt ohne weiteres erkennen, daB eine geschlossene Integration von (47) un- 
méglich ist, solange der Wurzelausdruck nicht wesentlich vereinfacht wird. Dies geschieht, 
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indem man den vorlaufigen, genaherten Wert 


Nt + Ni = mo? ox jo (49) 
linearisiert: 


ae Dione 
Yo+ ~ €; |x| + &9 —|x 5 (50) 
Die Linearisierung ist bis auf 4% genau, wenn 
: . 2 ts 
im Falle |x| erat : $5 .0796., 63) ==. 0,598 5 
: 2s 
im Falle |x| <— |x| : & = 0,398, Sy = +0,96 


gesetzt wird!. Mit (49), (50) und sgn(«) - |x| = sgn(xx). x erhalt man aus (47) nach Division 
mit m die geschlossen integrale Gleichung 
% + 2 & Mood x + sgn(xx) & Wyo? dx —w?x = wdrsin(wot+q) —g. (51) 
Die Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung 
RP + 2 & god A + [sgn (xx) €, Wyo — 6] 026 =0, 
das sind die Zahlen 


Ay = — ood +6 we + 1— sgn (xx) 1 4 
Ag = — Eo ly oO — od nee + 1 — sgn (zx) +80 ; 
sind im Falle xx < 0 stets reell, im Falle xx > 0 dann reell, wenn 
u ee yi aae (52) 
igh Bona By Br) ee 
ist, bei gréBeren Reibungskoeffizienten jedoch komplex. 
Mit den Abkirzungen 1, + 1, = —2a,/4,—/A,=26 baw. A, —A, =i2b' erhilt die 


homogene Lésung von (51) die zweckmafige Gestalt 
x, =e “(A Gin bt + BCoj 52) bzw. «x, =e “(Asinb’t+ Boosh’ 1). 
Hinzu kommt als partikulare Lésung eine erzwungene Schwingung 
—<dérsin(wot+o+y) 


© VEL 8 (6 — seme) % fig) | (2 by fy 4)* 


Xp 


mit dem Phasenwinkel 
2 5 Mo O 
1+ 6 (6 —sgn( xx) €; Mo) 


wy = are tg 


und eine konstante Auslenkung 


& 
(5 —- sgn( Xx) €, Uy) 26° 


x. = 


Hat 6 wir friiher den Wert 0,1 und bleibt w)< 0,5, so ist genau genug 
x =—Orsin@ot+op+y) und yp=2e.Md- 
b) Mit den in Ziff. 4b) verwendeten Begriffen und Bezeichnungen formuliert man auch 


hier die Laufgleichung 
tn =e” (A, Gin bt’ + B,Cof bt’) + xp + x (53) 


bzw. 
Pal eed (A, sin 6’ t’ + B, cos bb’ t’) + x%» + x. 


Allerdings erfordert die Darstellung eines Kugellaufes jetzt zwei Gleichungen, da sich 
alle Konstanten sprunghaft andern, wenn die Kugel den Nullpunkt der Wegkoordinate (« =0) 


1 Siehe Hiitte I, 27. Auflage, S. 72. 
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passiert. Infolgedessen gilt jede dieser zwei Gleichungen im Mittel nur wahrend einer halben 
Laufdauer: t’ < = T,,. Da bei der symmetrischen Periode w T,,= 7 sein muB, ist t' < 2/20. 
Weiterhin kann man wegen des verhiltnismaBig kurzen Kugelweges zwischen den Anschlagen 
erwarten, daB |x|<2|x|/w bleibt. Dann ist ¢ = 0,398, 2. 0,96. Setzt man o aa 0,1 |} 
voraus, so sind A, und A, stets reell, wenn entsprechend (52) [1g < 0,268 ist. Gerade bei kleinen | 
Reibungszahlen aber ist ein Gleiten der Kugel wahrscheinlich. Daher wird zumeist die Form | 
(53) der Laufgleichung zutreffen. Beachtet man die oben angegebene Grenze fir Lg, $0 
ist @ = & My 00 <0,0256m und at’ <0,0256H 7/2M = 0,04, y = 2 & M30 < 0,05, schlieB- | 
lich e Se °°" ~1 und x, = —Orsin@wt+o+y) = —drsin(@ot + o,+4). Damit | 
lautet die Laufgleichung 

%, = A, Sin bt’ -+ B, Coj bt’ — dr sin (w t’ +n +) + Xe 


Da das Argument 


TG a 64/ a. : 1 
bt’ < b Sey = ron Ma Ss a f= sgn(xx) e Ey Ho 
nicht gréBer als 0,23 werden kann, kénnen auch hier die ersten beiden Glieder durch lineare 
Funktionen ersetzt werden: 


tn =A, b6t' + B,—Orsin(ot’ +o,ty)+x.- 
Die den Anfangsbedingungen I, v, angepabte Laufgleichung 
Xn = [tn twdrcos (gn +y)]t +1+6rsin(y, + y) —Orsin(@ot’ +gn+y) (54) 


gilt, weil der vereinfachte Ausdruck y = 2 €, 4,6 und alle anderen GréSen in (54) vom Vor- | 
zeichen des Produktes «x unabhangig sind, nunmehr fiir den ganzen Lauf der Kugel. 

Setzt man wie friiher dr =a, so ist die gendherte Laufgleichung (54) der gedampften 
Kugelbewegung, abgesehen vom sehr kleinen Phasenwinkel y, mit der genaherten Lauf- 
gleichung (46) der reibungsfreien Kugelbewegung vollig identisch. Das bedeutet, da der 
Einflu8 der Reibungskraft sich nur im Grade der Genauigkeit der Naherungslésungen auBern 
kann. In beiden Fallen besteht die Naherung hauptsachlich darin, daB die Exponential- 
funktionen der Eigenbewegung durch lineare Funktionen ersetzt wurden. Nachdem die 
damit verkniipften Fehler wenige Prozent nicht tbersteigen — die Summe beider Fehler 
betragt momentan héchstens etwa 10% —, ist offensichtlich auch die Wirkung der Reibungs- 
kraft tiberaus gering. 

Man erkennt jetzt, dafB die provisorische Abschatzung der Normalkraft und damit auch 
der Reibungskraft in (49) und (50) durchaus geniigt, denn die Abweichungen vom genauen 
Wert kénnen den ohnehin sehr schwachen Reibungseffekt nur unwesentlich verandern. Wenn 
man demzufolge die Reibung itberhaupt vernachlassigt, so wiegt dieser Fehler nicht schwerer 
als die stets vorhandene Unsicherheit tiber die GréBe der Reibungszah] wy oder der StoB- 
ziffer «. Die Darstellung der idealisierten, reibungsfreien Kugelbewegung ist daher mit aus- 
reichender Genauigkeit zugleich auch eine Darstellung der wirklichen Kugelbewegung. 

c) Diese Feststellung gilt uneingeschrankt auch dann, wenn die Voraussetzung einer stan- 
digen Gleithewegung nicht erfillt ist. Tritt namlich wahrend eines Kugellaufes stiickweise 
eine reine Rollbewegung auf, so wirkt dabei an der Kugel eine Reibungskraft, die bekanntlich 
keinesfalls gréfer als uN sein kann, haufig jedoch kleiner sein wird. Ma®gebend fir die 
GréBe der Normalkraft N sind der Kugelweg x und die Kugelgeschwindigkeit x. Nachdem 
sich die vollstandige Vernachlassigung der Reibung nur wenig auf x und x auswirkt, kann 
die im Mittel weit geringere Differenz zwischen der Reibungskraft bei reiner Rollbewegung 
und der Reibungskraft bei gleitender Bewegung die Normalkraft praktisch nicht beeinflussen, 
so daB beim Rollen wie beim Gleiten die gleiche Normalkraft N und héchstens die gleiche 
Reibungskraft uw, N wirkt. 

Infolgedessen ist der Unterschied zwischen reiner Rollbewegung und reibungsfreier Be- 
wegung jedenfalls nicht gréBer als der Unterschied zwischen Gleithewegung und reibungs- 
freier Bewegung, der, wie sich gezeigt hat, vernachlassigt werden darf. Es ist daher nicht 
notwendig, zu untersuchen, welche Abschnitte eines Laufes von der Kugel streng rollend 
baw. gleitend und rollend zuriickgelegt werden. Man muB diese Tatsache als sehr giimstigen 
Umstand ansehen, denn es erscheint unmdéglich festzustellen, wann und wo eine reine Roll- 
bewegung einsetzen kann. Es miBten in einem solchen Falle erfillt sein: 


XXIII. Band 1955 Reidelbach: Die Relativbewegung der Schlagkugeln im Taumelscheibenriittler. 17 


1) die folgenden kinematischen Bedingungen: Der Punkt, in dem die Kugel die Rohrwand 
beriihrt, ist augenblicklicher Geschwindigkeitspol, hat also keine Geschwindigkeit, wahrend 
der Vektor seiner Beschleunigung senkrecht zu den aufeinander abrollenden Flachen steht. 
Daraus folgt: Die Vektoren der relativen Drehgeschwindigkeit p und der relativen Dreh- 
beschleunigung 0 diirfen keine Komponente in Richtung der Rohrachse haben, liegen also 
beide, wie die Wirkungslinie der Normalkraft, in einer Querschnittsebene des Fihrungs- 
rohres. Die zur Normalkraft senkrechten Komponenten 0, bzw.0, der Vektoren 0 bzw. 9 
missen mit der Schwerpunktsgeschwindigkeit « und der Schwerpunktsbeschleunigung % in 
den Beziehungen (R = Kugelradius) 0, R = % baw. 6, R = % stehen. 

2) die folgende kinetische Bedingung: Das statische Moment der Reibungskraft beziiglich 
des Kugel-Schwerpunktes hangt von der Drehbeschleunigungskomponente 6, und anderen Mo- 
menten M;, die méglicherweise die gleiche Momentenachse haben, ab: 


—FR+2°M;=To,. 
T = 0,4 m R? ist das Tragheitsmoment der Kugel beziiglich eines Durchmessers. Aus der 
letzten Gleichung folgt 


1 ey 2 ; 
B= a(2 Mi — 04m RZ) = yee 


R 


Man erkennt, das GréBe und Vorzeichen der Reibungskraft durch die Momente M; und 
die Schwerpunktsbeschleunigung x bestimmt werden. Da zugleich aber |F| <p, N sein 
mu, kann eine reine Rollbewegung nur bis zu gewissen maximalen Beschleunigungen auf- 
treten. 


Alle diese, der Rollbewegung zugeordneten Bedingungen sind an sich bereits kompliziert, 
stellen aber nur zusatzliche Forderungen neben den dynamischen Grundgleichungen (23) der 
relativen Drehbewegung dar, die wegen der variablen Koeffizienten nicht geschlossen inte- 
griert werden kénnen. 


6. Zusammenfassung. Gegenstand der theoretischen Untersuchungen in dieser Arbeit ist 
die Bewegung von Kugeln, die in Réhren zwischen zwei Anschlagen hin- und hergeschleudert 
werden. Die Kugelbewegung kommt dadurch zustande, da® der Réhrentrager eine Taumel- 
schwingung ausfiihrt. Nach kurzer Erlauterung der Konstruktion und Wirkungsweise dieses 
neuartigen Rittelgerates wird gezeigt, daB zum Studium der Kugelbewegung die dynamischen 
Grundgleichungen der Relativbewegung besonders geeignet sind. 

An einen Uberblick iiber die bisher bekannten Darstellungen dieser Bewegungsgleichungen 
schlieBt sich eine neue Ableitung der allgemeinsten Grundgleichungen der Relativbewegung 
eines starren Kérpers an, bei der ausschlieBlich die einfachen Hilfsmittel der technischen 
Mechanik Verwendung finden und die bis zu expliziten Differentialgleichungen fiir die Kom- 
ponenten des relativen Schwerpunkts-Ortsvektors und der relativen Drehgeschwindigkeit 
fortschreitet. Da je nach Art des zu lésenden Problems die Komponentendarstellung und die 
Differentiation vektorieller GréBen in verschiedenen Bezugssystemen vorteilhaft sein kann, 
werden die Bewegungsgleichungen entsprechend modifiziert bzw. ihre Anwendung in ver- 
schiedenen Systemen erlautert. 

Die speziellen Untersuchungen der Kinetik des Riittelgerates beginnen mit der Darstellung 
der idealisierten, reibungsfreien Kugelbewegung, die einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gehorcht und aus einer aperiodischen ,,Kigenbewegung‘‘ und einer erzwungenen 
Schwingung besteht. Durch einen Grenziibergang gelangt man zu denselben Gleichungen, 
die bereits Bredschneider aus einer angenaherten Darstellung der Taumelbewegung entwickelt 
und durch ein nomographisches Verfahren ausgewertet hat. 

SchlieBlich entsteht die gleiche Naherungslésung ein zweites Mal durch Linearisierung von 
Exponentialfunktionen, die in der genauen Lisung auftreten. Die geringe GréBe des Fehlers 
(hichstens 5%) zeigt, daB Bredschneiders Untersuchungen sicher fundiert sind. 


Die anschlieBende Darstellung der durch Reibung behinderten Kugelbewegung fihrt zu- 
niachst auf eine nicht lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, jedoch gelingt es durch 
geeignete Abschitzung des Normaldrucks eine lineare Differentialgleichung aufzustellen und 
geschlossen zu integrieren. Erstaunlicherweise weicht diese Lisung so wenig — nicht mehr 
als 10% — von der reibungsfreien Bewegung ab, daB man im Hinblick auf die stets unsicheren 
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Kenntnisse itber Reibungszahlen und Stofziffern den Einflu8 der Reibung unbedenklich 
vernachlassigen kann. 

Es wird noch gezeigt, da®B eine nahere Untersuchung des Bewegungszustandes der Kugel — 
mit einer Unterteilung ihres Weges in Abschnitte einer reinen Rollbewegung und in Abschnitte 
einer mit Gleiten verbundenen Rollbewegung keine Bedeutung hat. Man erkennt aus einer 
Zusammenstellung der Rollbedingungen und aus den dynamischen Grundgleichungen der 
Drehbewegung, die hier tiberaus komplizierte, veranderliche Koeffizienten haben, daB die 


relative Drehbewegung der Kugel um ihren Schwerpunkt nicht exakt darstellbar ist und daB - 
daher gar nicht ermittelt werden kann, wann reine Rollbewegung méglich ist. 


(Eingegangen am 18. Februar 1954.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. W. Reidelbach, Karlsruhe-Riippurr, Gohrenstr. 7. 
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Zur Berechnung von Briickenschwingungen unter rollenden Lasten. 
Von E, Marquard. 


1. Einleitung. a) Bekannte Lisungen, Ubersicht. 


Seit hundert Jahren beschaftigt 


sich die angewandte Mechanik mit der Untersuchung der Schwingungen von Briickenhaupt- 
tragern unter der Wirkung dariiberfahrender Fahrzeuge. Dabei wird fast ausschlieBlich der 
beiderseits frei aufliegende Trager konstanten Biegewiderstandes betrachtet. In diesem langen 
Zeitraum sind nicht nur die Ansatze verfeinert worden, auch die technischen Voraussetzungen 


haben sich weitgehend verindert. Dies spie- 
gelt sich in den Gedankengangen der bekannt- 
gewordenen Liésungen wieder. 


Die durch Beschadigungen an englischen 
Eisenbahnbricken ausgeliéste Untersuchung! 
von Stokes (1849) geht von einer ungefederten 
rollenden Masse aus, betrachtet hingegen den 
Trager als masselose Feder. Zur Integration 
der damit entstehenden Differentialgleichung 
verwandte Stokes eine Reihenentwicklung. 
Erst viel spater wurde von Zimmermann® 
(1896) das exakte Integral angegeben. Dieses 
laBt sich auch auf eine teilweise gefederte 
Masse ausdehnen, indem die rollende Last in 
eine Kraft P (ohne Masse) und eine Masse 
M aufgespalten wird, wobei M nicht gleich 
P/g sein mu, sondern auch nur einen Bruch- 
teil davon betragen kann, M = ¢P/g. 


Timoshenke® ging (1911, 1932) von ganz 
entgegengesetzten Voraussetzungen aus in der 
richtigen Erkenntnis, da einerseits die Eigen- 
masse des Tragers und seine Eigenschwingung 
nicht vernachlassigt werden darf, und anderer- 
seits bei denin Frage kommenden Fahrzeugen 
nur ein geringer Teil der Gesamtmasse un- 
gefedert ist. Er betrachtet daher die rollende 
Last lediglich als eine konstante masselose 
Kraft, fiihrt jedoch die gleichmafig verteilte 
Eigenmasse des Tragers in die Rechnung ein. 
Diese Annahmen kommen der Wirklichkeit 
nahe, wenn die ungefederten Fahrzeugmassen 
klein und die den Fahrzeugkérper tragenden 
Federn so weich sind, daB Vertikalbewegungen 
nur eine unbedeutende Anderung der Feder- 
spannung bewirken. 


Die Besprechung der verschiedenartigen 
Annahmen verlangt, wie ersichtlich, eine 
prazise Unterscheidung der Begriffe Last, 
Kraft und Masse; in diesem Bericht wird unter 


1 G. G.. Stokes, Trans. Cambr. Ph. Soc. 8 (1849), 
i. 10. 

2 H. Zimmermann, Die Schwingungen eines 
Tragers bei bewegter Last, Berlin 1896. 

3 §, Timoshenko, Schwingungsprobleme der 
Technik, tibersetzt von Malkin-Helly, Berlin 1932. 
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Abb. 1. Ersatzsysteme. 
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der Bezeichnung ,,Last“ offen gelassen, wieweit diese als Kraft oder Masse wirkt, dies wird 
jeweils besonders angegeben. : 

Aus der groBen Zahl der einschlagigen Arbeiten ist die sehr umfassende Untersuchung 
von Steuding (1934) hervorzuheben; er behandelt, ausgehend von dem allgemeinen Ansatz 
Bild 1d, folgende Falle: 

a) gleichmafig tber den ganzen Trager verteilte stindige und rollende Last, 

b) bewegte Einzelkraft, gleichmaBig verteilte standige und bewegte Last, | 

c) bewegte Einzellast (Kraft und Masse), masseloser Trager (Stokes-Zimmermannscher Fall), | 

d) gleichmaBig verteilte standige Last, bewegte Einzellast. | 

Gerade fir diesen letzten, am meisten interessierenden Fall 1a8t sich jedoch keine strenge | 
Lésung angeben. 

Ansatze zur Beriicksichtigung der Massenwirkung der bewegten Last finden sich auch z. B. 
bei Jeffeott? und bei Schallenkamp* (1937), der seine Rechnungen durch Modellversuche er- | 
hartet. 

Ferner wurde! die Erregung durch Unwuchten an den Lokomotiv-Triebradern untersucht. 
Dagegen ist anscheinend das Fahrzeug selbst als schwingungsfahiges System bisher nicht in die 
Rechnung einbezogen worden. 

Die vorgelegten Methoden verlangen fast ausnahmslos einen groBen Aufwand an mathe- 
matischer Gewandtheit und an Arbeitszeit. Ihre Anwendung ist im allgemeinen auf eine ein- 
zelne Last beschrankt, die Behandlung einer Folge von Lasten, wenn ttberhaupt, nur mit un- 
verhaltnismaBigem Aufwand méglich. Leider konnte daher die Theorie nur in sehr beschrank- 
tem Umfang zum Riistzeug des praktischen Ingenieurs werden. | 

b) Ziel der Untersuchung. Die inzwischen bekannt gewordenen Plane zur Fihrung von | 
sehr schnellen Bahnziigen tiber unabhangig vom Bodenverkehr verlaufende Briickenfahrbah- | 
nen machten eine neue grundsatzliche Untersuchung des Problems notwendig, zumal hierbei | 
einige zusatzliche Fragen auftreten, von denen folgende genannt seien: das Verhalten des | 
einerseits eingespannten Tragers konstanten Biegewiderstandes, die Verwendung elastisch | 
bereifter Rader, und das schwingungsdynamische Verhalten des Fahrzeugs auf der schwingen- || 
den Fahrbahn. Im folgenden wird eine kurze methodische Zusammenfassung dieser Betrach- | 
tungen gegeben; es muBbten hierzu Verfahren entwickelt werden, die in den genannten Punk- | 
ten iiber die bisher bekannten Lésungen hinausgehen, trotzdem aber mit verhaltnismafig ein- 
fachen und damit ,,ingenieur-brauchbaren“ Mitteln ein zutreffendes Bild der Vorgange geben. 

An brauchbare Verfahren sind demnach folgende Forderungen zu stellen: 

a) sie sollen auf einfachen mathematisch-physikalischen Grundlagen beruhen; 

b) sie sollen ohne gréBere Schwierigkeiten numerisch durchfiihrbar sein, auch fiir eine 
Folge von Lasten; 

c) sie dirfen nicht in der Nahe der Eigenwerte versagen, 

d) sie sollen auch dann verwendbar sein, wenn die elastischen und Lagerungsverhaltnisse | 
des Tragers von den Schulfallen abweichen und nicht analytisch, sondern nur experimentell | 
erfaBbar sind; | 

e) sie sollen die Einfiihrung einer Eigendampfung des Tragers zulassen; 

f) sie sollen sich nicht auf den Trager allein beschranken, sondern auch das Fahrzeug als 
schwingungsfahiges System einschlieBen. 

An sich kénnte auch weiter gefordert werden, daB Abweichungen des elastischen Verhal- | 
tens vom Hookeschen Gesetz bericksichtigt werden kénnen; in diesem Fall ware jedoch die | 
Zulassigkeit der Superposition und damit die Verwendbarkeit von EinfluBzahlen nicht mehr | 
gesichert. Diese gilt nur fiir lineare Differentialgleichungen. | 


2. Vergleich mit bekannten Methoden. a) Stokes-Zimmermann. 
Rollt eine Einzellast itber einen masselosen, beiderseits frei aufliegenden Trager konstanten | 
Biegewiderstandes, so lautet die Differentialgleichung der Tragerbewegung unter der Last® — 
dz 32 p 
dy? Bern (l1—n)? Be (1) 


1 H. Steuding, Ing.-Arch. 5 (1934), S. 275. 
2 H. H. Jeffcott, Phil. Mag. (Ser. 7) 8,66 (1929). 
3 A. Schallenkamp, Ing.-Arch. 8 (1937), S. 182. 
4 B. Briickmann, Kinschwingvorgange von Briickenhaupttragern infolge periodischer Krafte aus der | 
Triebradwirkung, Diss. Miinchen 1939, 
5 Vel. FuBnote 1. 
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Fir a = a ist das Zimmermannsche Integral 
B’ " n 
aia Rey (2 f %dn —% f % dy) (2) 
0 0 
mit ti yn —n) sin (» In i rae f= Vn( -- n) cos [vin 3} | 


ees (3) 
= Z — | 
at Oe a | 
Darin bedeuten (mit | als Tragerlainge) die dimensionslosen GréBen z = y/l die bezogene Durch- 
biegung, 7 = vt/l den bezogenen Ort der wandernden Last, B = PI?/EJ und f’ = P’P/EJ 
Steifigkeitswerte, wobei P die Massenkraft und P’ die Kraft der bewegten Last sind, ¢ = v?/g 1 


die Geschwindigkeitswerte, wobei ‘v die Geschwindigkeit der bewegten Last ist. 
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Abb. 2. Auswertung des Zimmermannschen Integrals. v = 300 km/h Zahlenbeispiel 1. 


Zum Vergleich der Verfahren ist der einfachste Fall B = (' angenommen, d. h. die Last wirkt 
mit dem vollen Gewicht und ihrer gesamten Masse. Die Integration ist in Abb. 2 an einem Bei- 
spiel vorgefiihrt. Sie umfaBt folgende Arbeitsgange: 

a) Berechnen und Aufzeichnen der Funktionen Dear = f(y) und Einteilen in Ab- 
schnitte 7/2, 7, 37/2... 3 

b) Aufzeichnen der Funktionen % = (yn) und 2 = ¢2(7); 


” n 
c) Planimetrieren von g, und Qo, d.i. fz, dy und f % dy; 
0 


Ingenieur-Archiv 
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n n 
d) Multiplikation z, f2,dy und z f 2 dy; 
6 6 


e) Subtraktion z, fz. dy — % f 2, dy, Multiplikation mit I/c v. 

Die vertikale Bewegung der Last und des Tragers unter ihr (Lastwegkurve) lat sich auch || 
durch einen andersartigen Gedankengang gewinnen: Beim Anrollen der Last befinde sich der 
Trager im spannungslosen Zustand; die statische Durchbiegung infolge seiner Eigenmasse | 
werde wie oben vernachlassigt. Fir die bewegte Last ist die Biegesteifigkeit des Tragers ttber 
der ersten Stiitze unendlich gro8, nimmt zwischen den Stitzen auf einen Kleinstwert ab und 
wiichst wieder, bis er iiber der zweiten Stiitze wiederum den Wert unendlich erreicht. Belastung 
des Tragers und senkrechte Bewegungen der Last erfolgen genau so, als werde eine Feder von | 
entsprechend veranderlicher Harte cy), ausgehend vom ungespannten Zustand, 
durch eine nur senkrecht bewegliche Last (Masse M, Gewicht G) belastet. Die Eindriickungen 
dieser gedachten Feder entsprechen den Durchbiegungen y, des masselosen Tragers am je- 
weiligen Ort der Last, der Lastwegkurve. 

Demnach gilt nach dem d’Alembertschen Prinzip 

e my» =G YEAHS AERO) (i) | 
oder 
; “a | (4) 
ipa > aaa oe Xp: 

Die Beschleunigung y, ist proportional dem Unterschied zwischen der tatsachlichen Durch- 
biegung y, und der statischen Durchbiegung y,, unter derselben Last am selben Ort. Da der | 
Trager als masselose Feder angesehen wird, entspricht die angeschriebene Gleichung (4) 
formal der Bewegungsgleichung eines einfachen Feder—Masse-Systems, nur mit dem 
Unterschied, daB die Federharte c nicht konstant, sondern eine Funktion des Orts der Last, 
baw. der Zeit ist. Bei konstanter Geschwindigkeit v der bewegten Last gilt 


LG = Op = yl . (5) 
Fir den beiderseits frei aufliegenden Trager ist 
= 3 EJ 
ae 13 n? (1 — 1)?" (6) 


Mit dieser Beziehung — oder jeder beliebigen anderen Funktion c — 1aBt sich die Gleichung 
ohne Schwierigkeiten schrittweise integrieren, abgesehen vom Anfang (und Ende) der Spann- 
weite, wo c sehr schnell hohe Werte annimmt. Diese Schwierigkeit 1a8t sich ohne nennens- 
werten Fehler dadurch umgehen, dai man die Integration erst bei 2 bis 4% der Spannweite be- 
ginnt, und als Anfangswerte in erster Naherung die statische Durchbiegung an dieser Stelle 
und die entsprechende Durchbiegungsgeschwindigkeit wahlt. 

Zur schrittweisen Integration wurde das von Meyer zur Capellen! angegebene Verfahren 
verwendet, das der Runge-Kuttaschen Naherungsmethode entspricht, wenn man sich mit einer 
Naherung zweiten Grades begniigt. 

Das Rechenschema hat dann folgende einfache Form: 


Zeile 0 7 1 
1 bh) = Di hy = Dig xT = v (ty + At/2) % =v (ty + At) 
D t tip ty + At/2 ty + At 
3 At At (TI 
4 yp Y¥Po Ypo + ky = ¥p | ypt+ ky = yp, 
5 yp Yo ¥po thy = ¥p yet ky = yp, 
6 hy bene a et 
a c/m (c/m), (c/m)z (c/m), 
8 g 981 981 | 981 
9 —ypelm — ypo (c/m)g —Fp(c/m)z | yp (cfm), 
2 ie ee eee ni 
im ky p ee AE | NG 


1 W. Meyer zur Capellen, Instrumentelle Mathematik fiir den Ingenieur, Essen 1952. 
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Nach diesem Verfahren ist das in Abb. 3 gegebene Beispiel berechnet. Es entspricht vollstin- 
dig den aus der Literatur bekannten Darstellungen und zeigt ihre charakteristischen Merk- 
male, namlich 
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Abb. 3. Stokes-Zimmermannscher Fall, Ubersicht fiir verschiedene Geschwindigkeiten der wandernden Masse. 


Zablenbeispiel 1. 


a) Bei verschwindend geringer Roll geschwindigkeit entspricht die Lastwegkurve ihrem 


statischen Wert 


g 981 (4’) 


tant ee 
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b) Im andern Grenzfall unendlich gro®er Rollgeschwindigkeit ist dauernd y, = 0. 
c) Zwischen diesen beiden Grenzwerten co>v>0 gibt es eine kritische Geschwindigkeit, 
bei welcher ein Gré&twert der dynamischen Durchbiegung unter der Last auftritt. 


d) Das Maximum der dynamischen Durchbiegung ist gegeniiber der gréften statischen | 


Durchbiegung in Rollrichtung verschoben. 

e) Da der Zimmermann-Effekt im wesentlichen durch das Gegeneinanderwirken der Feder- 
kraft des Tragers und der Massenkraft der anfanglich in Fallrichtung beschleunigten Last zu- 
standekommt, ergeben sich bei groBen Rollgeschwindigkeiten in der zweiten Tragerhalfte groBe 
Bahndrucksteigerungen. Bei mittleren Rollgeschwindigkeiten ergibt die Rechnung auch posi- 
tive Beschleunigungen (in Richtung Erdmittelpunkt) der Masse, die gréBer sind als die Erd- 
beschleunigung. Tatsichlich ist dies nicht méglich, da zwischen Rad und Schiene keine Zug- 
krafte tibertragen werden kénnen. 

f) In diesem Fall lost sich das Rad voriibergehend von der Schiene ab und es tritt bei ge- 


wissen Geschwindigkeiten beim Anlaufen der zweiten Stiitze eine hammernde Wirkung ein. | 


Diese Hammerwirkung gilt nach den Angaben der Literatur als sicher beobachtet. Von 


Hort! und anderen ist dieses Ergebnis bezweifelt worden. Hort macht geltend, die Rand- | 
bedingungen des Zimmermannschen Integrals seien nicht einwandfrei und eine Erhebung der | 


Masse iiber das Anfangsniveau widerspreche der Energiebilanz des Vorgangs. Nachdem jedoch 


Steuding die Zimmermannsche Lésung als Spezialfall eines allgemeineren Ansatzes erhalt, und | 
auch diese ganz andersartige Uberlegung zu demselben Resultat fiihrt, kann es wohl als ge- | 


sichert gelten. 
Die vorgeschlagene Rechnungsweise ist ohne wesentliche Mehrarbeit auf andere Einspan- 
nungsverhaltnisse anwendbar. Fir den einerseits eingespannten Trager ist z. B. 


Cpp = 12 ES/P 7° (1 — n)? (4 — 0) (6') | 


einzusetzen, fiir den beiderseits eingespannten Trager 

Cop = 3 EJ/P 7? (1 — ne . (6’’) 
Eine teilweise gefederte Masse kann dadurch bericksichtigt werden, daB man die ungefederte 
Masse m’ = ¢P/g setzt, das Gewicht G = ¢P + (1 — «)P dagegen beibehalt. Dies entspricht 
der Vorstellung, daf} die Feder durch die Vertikalbewegungen des Systems keine nennens- 
werten Spannungsanderungen erfahrt. Mit diesen Annahmen lautet die Grundgleichung 

ae Slee 

mM Yp = GC — Cx, Yp = 0? 

oder | (4’’) 


- (te 
Va = € meer: 


Im Grenzfall ware hierbei die Gesamtlast nur als Kraft P = G wirksam, die ungefederte 


Masse gleich Null. Nach der Zimmermannschen Annahme des masselosen Tragers muBbte dann ] 


fiir beliebig groBe Rollgeschwindigkeiten die statische Lastwegkurve entstehen. 

Die Rechnung erfordert fiir kleine ungefederte Massen m’ sehr kleine Zeitschritte; ent- 
sprechend ist auch die Lésung des Zimmermannschen Integrals sehr erschwert. 

Mit den vorgeschlagenen Ansatzen kann auch eine Folge von zwei (oder mehreren) Lasten 
betrachtet werden, allerdings unter Einfiihrung von EinfluBzahlen, die Funktionen von Ort 
nnd Zeit sind. Es ist fiir die erste Last 


mG; M, -. | G, M, .. 
v1 Ci C11 Yat Cre C2 Ye. ce) 
fiir die zweite Last 
_ & M, .. G, ieee : 
J C29 Co9 Ye | Ci2 Ci2 Ya- (7 ) 


Nimmt man die rollenden Lasten gleich groB an, so daB G, = G, und M, = M,, so ergibt sich 


1 Cyp Coo (yy ¥1 —y2 Ye) 


¥ =eo-l 

: Sanaa Cia — Cyy Cop (8) 
1 yy €y2 (C29 Yo —€ 293) 

1 =s+57 24 EL) 
M Cha — Cyy Cop (8) 


1 W. Hort, Technische Schwingungslehre, 2, Auf]., Berlin 1922. 
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Die beiden gekoppelten Differentialgleichungen (8) und (8’) sind in der angeschriebenen 
Form schrittweise integrierbar. Der Arbeitsaufwand diirfte dabei kleiner sein als bei den ent- 
sprechenden analytischen Methoden, nimmt jedoch mit der Zahl der rollenden Lasten bei ab- 
nehmender Genauigkeit stark zu. 

Aus den spiter folgenden Beispielen geht hervor, daB die Stokes-Zimmermannschen Vor- 
aussetzungen dem vorliegenden Problem nicht gerecht werden. 
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Abb. 4. Timoshenkoscher Fall, Ubersicht fiir verschiedene Geschwindigkeiten der wandernden Kraft. (Grundschwingung n=1,) 
Zahlenbeispiel 1. 


b) Timoshenko. Die Timoshenkosche Lésung fiir das Uberrollen einer masselosen Kraft 
iiber den gleichmaBig mit Masse belegten, beiderseits frei aufliegenden Trager konstanten Biege- 
widerstandes ergibt fiir den vertikalen Ausschlag y =1/2z des Tragers an der Stelle & 


f _, Wat 
OP SIM TG el Oi —— 
Vye 


2 a D S sinnwésinnay verte 
Vie leaa 2p l oe sie n3 03 (n2 m2 — ye) |° (9) 


Hierin bedeuten (mit / als Tragerlange zwischen den Stiitzen) die dimensionslosen Grofen 
z = y/l die bezogene Durchbiegung, § = x/l die betrachtete Durchbiegungsstelle des Tragers, 
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n=otl= x/l den bezogenen Ort der wandernden Kraft, B’ = P'P)ES undy= gl ES Steifig- 
keitswerte, wobei P’ wandernde Kraft und q Eigengewicht je Langeneinheit des Tragers sind, 
c=vJgl den Geschwindigkeitswert, wobei v Geschwindigkeit der wandernden Kraft ist, 
n die Ordnungszahl. 

Das erste Glied der Summengleichung gibt die Zwangsschwingung, das zweite die Eigen- 
schwingung. Resonanzstellen entsprechen den Eigenwerten n?7*? = yc. Dabei entfallt auf die 
Uberfahrzeit eine halbe Schwingung n-ter Ordnung. 

Will man den Ausschlag an einer beliebigen gleichbleibenden Tragerstelle betrachten, so ist 
E als Festwert einzusetzen, so daB z = f(y); sucht man dagegen die Lastwegkurve, so ist 
& =n = var. einzusetzen. 

Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Schwingung erhalt man durch Differen- 
tiation von (9). Sie sind ebenfalls der Last P’ proportional, so da® die Berechnung fiir gean- 
derte Last sinngemaB gilt. 

Einen Uberblick iiber die Vorginge bei verschiedenen Rollgeschwindigkeiten gibt Abb. 4. 

Wenn man voraussetzen kann, daB lediglich die Grundschwingung (n = 1) von wesentlicher 
Bedeutung ist, so kann durch einen Kunstgriff auch unter diesen Voraussetzungen die Be- 
wegungsgleichung formal auf diejenige eines einfachen Feder—Masse-Systems zuriick- 
gefiihrt werden. Hierzu ersetzt man die verteilte Eigenmasse des Tragers durch eine Punkt- 
masse in Tragermitte, die derart reduziert wird, daB die Eigenfrequenz des Ersatzsystems 
‘gleich der Grundfrequenz (n = 1) des Tragers mit verteilter Eigenmasse ist 


=n EJ gilt gq. (10) 
Mred 
Unter Umstanden ist auch noch der Arbeitsaufwand zur Bericksichtigung der Schwingungen 
n = 2 zu vertreten; hierzu ordnet man zwei entsprechend reduzierte Punktmassen symmetrisch 
am Trager ant. 
Mit einer Punktmasse in Tragermitte ergibt sich fiir den senkrechten Lastweg 


G Mred .«- M oa) | 
ae = ; 11 
N a oe Yo ey Sy (11) 
: ee * G re + f M - , 
fiir Tragermitte yy = we ae Xo a i | : (11’) 


Die eingeklammerten Massenwirkungen fallen bei dem Timoshenkoschen Ansatz mit 
M = 0 weg. Dadurch ergibt sich fiir die schrittweise Integration die Gleichung 


G Cy Coo 


Yo = Yo (12) 


Mred Coy Mred 


mit dem konstanten EinfluBwert co) und den variablen EinfluBwerten c,, und cy. Gleichung (12) 
kann ohne weiteres auf eine Folge wandernder Krafte ausgedehnt werden, wie spater gezeigt 
wird. 

Zunachst soll jedoch durch einen Vergleich mit der strengen Lésung nach (9) die Zulassig- 
keit des vereinfachten Ansatzes beurteilt werden. 

Bei Einsetzen von € = 0,5 in (9) ergeben sich fiir die Schwingung der Tragermitte in der 
Summengleichung nur Glieder ungerader Ordnung, da 


sinn 7/2 = 0 bie =e Bo A OD, Onc 
sin W @j/2 ===. Lb furin 213, oe 


Abb. 5 zeigt den Ausschlag y) = 21 und die Beschleunigung y, = 2,1 an einem Zahlen- 
beispiel, das bis n = 6 durchgefiihrt ist. Wie ersichtlich, wird der Ausschlag y, bereits durch 
die beiden Glieder n = 1 fast genau wiedergegeben. Die aus der schrittweisen Integration ge- 
wonnene Naherungslésung ist punktiert eingezeichnet. Ihre geringen Abweichungen von der 
exakten Funktion beruhen weniger auf der Vernachlassigung der héheren Glieder, als auf den 
rechnerischen Ungenauigkeiten des Verfahrens. 

Grofer ist die Abweichung bei der Beschleunigung, wenn die héheren Glieder weggelassen 
werden. Diese hochfrequenten Sinusfunktionen legen sich in einem verhaltnismaBig breiten 
Bande um die Kurve n = 1; sie bewirken keine wesentliche Anderung des Ausschlages, da ihre 
positiven und negativen Anteile sich annihernd aufheben. Die lediglich mit der Grund- 


1 J. Cassens, Technik 7 (1952), S. 651. 
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schwingung n = 1 berechnete Beschleunigung der Tragermitte entspricht also einem stark ge- 
glatteten Mittelwert, der die Funktion jedoch im wesentlichen richtig wiedergibt. 


Der senkrechte Weg der bewegten Kraft ergibt sich aus (9) mit Gu Ge 20 


; 5 WERE 
eo co sinnwy sin 


ee, 5 Y sim? n x =o Vee ge 
Yp = 2 f'l mn? 2? (n? x? —y ¢) eS CEA CU liom) 0 ee 


005 = 
v=54¢0km/h—— 
L_ 
0 05 oe 7] 
Ne ~G00¢I8 8in 3.0.7 40 
X S 
x (2, / 
a> 
‘ ah 
. os 
>, 
2 \ < / 
g; \ 
oS . 
37 = 
" fi 
G2 7 : | 
\ Vy 
n=1X sf 
?\70=6 . ” schrittweise 
~\ Zo Invegration 
cn 7 
O3 
a v= 540kn/h —e— 
0 O85 


+768Sin 190977 
ee 


Abb. 5. Timoshenkoscher Fall, Schwingung der Traigermitte, EinfluB der Glieder héherer Ordnung. v = 540 km/h, 
Zahlenbeispiel 1. 


Die erste Summe (Zwangsschwingung) kann mit 
sin’ « = 0,5 (1 — cos 2 «) , 


die zweite Summe (Eigenschwingung) mit 


sin a sin 8 = 0,5 [cos (x—B) — cos (« + B)] 
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Abb. 6b. Beschleunigungen. 


Abb. 6. Timoshenkoscher Fall, Lastwegkurve, Einflu8 der Glicder héherer Ordnung. v = 300 km/h. Zahlenbeispiel 1. 
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auch geschrieben werden 


n2 7 n? gr 
| $2 Oe cee nan) ~ — 0.5 [eos & ae —— Tl *) 1] — cos Ge —| nz | 
0") 
Alle Glieder beider Summen miissen sowohl fir 7, = 0, als auch fiir 7 = 1 gleich Null werden. 
Aus der zweiten Schreibweise lat sich ablesen, dafB die Eigenschwingungen héherer Ordnung 
ausgesprochene Schwebungen mit je n Schwingungsbauchen und Schwingungsknoten dar- 
stellen. Diese Verhaltnisse sind in Abb. 6 an einem weiteren Zahlenbeispiel anschaulich ge- 
macht. Im Beispiel liegen die Schwebungen mit > 20 Hz im akustisch hérbaren Bereich. 
Wenn sie sich tiber die Laufrollen auf das Fahrzeug tibertragen, kénnen sie als Vibrationen 
und Dréhngerausche lastig werden; in diesem Fall sind Vorkehrungen zum ,,Entdréhnen“ des 
Fahrkérpers zu treffen. 

Auch die Darstellung Abb. 6 zeigt, daB die Glieder der Beschleunigung weit schlechter kon- 
vergieren als diejenigen des Ausschlages. Bei Vernachlassigung der héheren Glieder entsteht 
eine stark geglattete Mittelwertskurve. 

Die schrittweise Integration ist ohne weiteres auch fiir den einerseits eingespannten Trager 
und andere Einspannungsverhaltnisse anwendbar. Inzwischen ist die strenge Lésung fiir den 
einerseits eingespannten Trager unter Beriicksichtigung der Rotationstragheit von K. West- 
phal gefunden worden, woriiber gesondert berichtet werden soll. Die Anwendung des vor- 
geschlagenen Verfahrens der schrittweisen Integration wird dann besonders vorteilhaft, wenn 
a) beliebige Einspannungsverhaltnisse vorliegen, b) eine Folge von Lasten betrachtet wird, 
oder c) die Untersuchung auch auf das Verhalten des schwingungsfahigen Fahrzeugs aus- 
gedehnt werden soll. 

Wegen der elastischen Unsymmetrie des einerseits eingespannten Tragers wird hier die 
Lésung fiir die beiden Fahrtrichtungen verschieden. Ein Zahlenbeispiel ist in Abb.7 gegeben. 
Die Fahrtrichtung vom eingespannten zum aufliegenden Tragerende ersche:nt sowohl hin- 
sichtlich der Ausschlage als auch der Beschleunigungen giinstiger als die umgekehrte. 


3. Folge wandernder Krafte. Die Untersuchung einer Lastenfolge durch Superposition der 
Lésungen fiir eine Einzellast ist nicht ohne weiteres méglich, da die nachfolgenden Lasten beim 
Auffahren auf die Spannweite den Trager nicht in demselben Spannungszustand vorfinden, 
der den Anfangsbedingungen fiir die erste Last entsprach. In manchen Fallen ist zwar die 
Anderung der Anfangsbedingungen von geringem Einflu8. Der folgende Ansatz kommt je- 
doch ohne diese Vernachlassigung aus, da bei der schrittweisen Integration die Anderung des 
Anfangszustandes automatisch bericksichtigt wird. 

Folgen mehrere masselose Krafte (beliebiger GréBe) in gegebenen (beliebigen) Abstanden 
aufeinander, so gilt fiir die Bewegung der Tragermitte 

G, Coo Ge Coo | £00 


y= ae ‘ee ¥ = Ot0+--:— 4%: (13) 


Mrel COp Mred C0q Mred 


In der abgekiirzten Form . 
Yor #V¥o— br Se 


entspricht die Gleichung (13) formal der Differentialgleichung eines einfachen Feder— 
Masse-Systems, wobei die EinfluBwerte ¢; die Wirkungen der rollenden Krafte auf die 
Tragermitte wiedergeben und damit einer zeitabhangigen Erregung des Systems ent- 
sprechen. Diese bewirkt einen aus Eigenschwingung und Zwangsschwingung zusammen- 
gesetzten Bewegungsverlauf. Wenn also die Funktionen ¢; bekannt sind, kann (13) ohne wei- 
teres schrittweise integriert werden. Auch kann naherungsweise ein Dampfungsglied k y, hin- 
zugefiigt werden, falls man annehmen kann, die Dampfungskraft greife in Tragermitte an und 
sei eine Funktion der Bewegungsgeschwindigkeit an dieser Stelle. Uber die Zulassigkeit einer 
solechen Annahme und die GréSe der Ersatzdimpfung kann die Nachrechnung einfacher 
Schwingungsversuche am Trager Aufschluf geben. 
Fir den einerseits eingespannten Trager ergibt sich unter Weglassung des Dampfungs- 
gliedes mit den EinfluBzahlen 
168 E a 
{6 = a ’ (6"") 
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Abb. 7. Uberfahrt einer Einzelkraft tber den einerseits eingespannten Traiger, Schwingung der Tragermitte, Beschleunigung in 
Tragermitte, Lastwegkurve. v = 300 km/h. Zahlenbeispiel 2. 


hierin ist a = a/l der bezogene Abstand vom freien Tragerende; 


Coon ee 8 
COp ae 7 @ 
12 EJ 


I [x? (04 — 6 0?-+ 8a — 3) + 63 a (a* — 3) + 3 62 a (a0? — 3a -+ 2) + 36a (at — 402+ 4a —1)] 
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hierin ist 6 = d/l der bezogene Lastabstand; 


i Ad E 8 Coo laa 

A las Mred yh, >e a “Mred Yo: as ) 
Zur Berechnung der Lastwegkurve dienen die Gleichungen 
Cu Ga bes Gz Mred « 

Yp Cpp Cpq Cpr i COp Yo ; uy) 
_ G, G, G, Mred .. 

Yq Bales eel ox a “coq Yo usw. (14’) 


und mit G, = 6, =-:- 


] 1 Mred Mred 
ay = G = soe peels y — G ta eee v/ 
° Cpp Cpq COp - ja ‘ COp ae 


1 1 Mred) ee Mred 
Race ea Cee ee SS 
q ( Cqq Cpq = C0g Yo T% C0q Yo 


Es ist zweckmaBig, die von der Rollgeschwindigkeit unabhangigen Funktionen 0, Yo und 
dT sowie M,eq/Co; genau zu berechnen und aufzuzeichnen, so daf sie fiir die Rechnung mit ver- 
schiedenen Lasten, Lastabsténden und Rollgeschwindigkeiten verfiigbar sind. Der Wert @ 
braucht nur einmal berechnet zu werden; die Summen Yo ergeben sich durch jeweilige zeich- 
nerische Versetzung um den Lastabstand 6 und Addition. In ahnlicher Weise sind die Funk- 
tionen 7 fiir vorlaufende und nachlaufende Lasten gleichen Lastabstandes lediglich um diesen 
Abstand versetzt. 

Das Rechenschema zur schrittweisen Integration der Gleichungen (13) und (14) hat fol- 
gende Form: 


Zeile 
1 == De 
2 jp == 25) 
3 t | 
4 Mt 
5 Yo 
6 Yo 
7 ey, [ “at eee 
aus Kurvenblatt 8 20 
1) 9 SueiGae 
7 Mred 
c 
10 0 
11 Vo | 
12 kg | 
aus Kurvenblatt 13 0 | | 
aus Kurvenblatt 14 Ltp 
I ils: GL Tp 
Mred 13 Q ,, 
: — "56. ET 
17 Yp 
Pathe Ayp 
ogee) Yp 


Bei dieser Untersuchung, die nicht in aller Ausfihrlichkeit wiedergegeben werden kann, 
interessieren besonders die Méglichkeiten der Resonanz mit der Grundschwingung des Tragers. 
Fir das als willkirliches Beispiel gewahlte System Abb. 8 sind zwei derartige Resonanzen 


1) Bei den Rechnungen des folgenden Abschnitts tritt hier an die Stelle des konstanten Ge- 
wichtsG die schwankende Kraft P. 

2) Bei hinreichend kleinen Schritten At ist nach graphischem Ausgleich der Funktion y_ auch 
die Bestimmung von oF. durch Differentiation méglich. uy 
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denkhar, die eine aus der Wirkung der kleinen Lastabstande d = 1,5 m bei der kritischen Ge- 
schwindigkeit 1, = d-f, = 1,5:23,54 = 35,25 m/s, eine weitere aus der Wiederkehr der Gruppe 
von vier gleichweit voneinander entfernten Lasten nach je 7m, mit der kritischen Geschwin- 
digkeit v4, = 7:23,54 = 165 m/s. Diese zweite Kritische liegt allerdings weit tuber der még- 
lichen Héchstgeschwindigkeit. 

In beiden Fallen ist eine Anfachung der Trigerschwingung gegeben. Diese Geschwindig- 
keiten sind demnach als Dauergeschwindigkeiten zu vermeiden. Aus der Berechnung einer 
groBeren Zahl von Schwingungen ist zu ersehen, daB die Amplituden nicht etwa exponentiell, 

Sp 216650 sondern annahernd linear 

zunehmen. Wenn man die 
EinfluBfunktion, wie im 
vorliegenden Fall, nahe- 
rungsweise durch Sinus- 
und Cosinusglieder mit 
zwei verschiedenen Fre- 
quenzen ersetzen kann, so 


as it 105 iW 5 155 ~~ «GS m @ kommt man auch analy- 
tisch zu demselben Ergeb- 
Iriger einerselts eingespannt nis; der Ausschlag in Tra- 
AS ELE: ise germitte erhalt dann die 
4 15 25-415 b Form 
\So no Carl <a} , \ 
3 ee RG % =O4+ Gicoswt 
e s NY } ‘ 
Uo? U0 ay uy [em/s*) Ks eas + C,sinwt+ C,cosmt 
= 1218,6 S50 ~ 21883 Yp + C,sin pwt 
+ Czcospot. 
Nur das zweite Glied 
a ; wachst linear mit der Zeit. 


Aus diesen Uberlegun- 
gen laBt sich also die 
GréBe der Anfachung nahe- 
rungsweise bestimmen. Sie 

ist bei den vorliegenden 
\ Verhaltnissen in der Regel 
IL kleiner als die zu erwarten- 


| SAVY covideht cia eee 


Q\ Durchfahren des Resonanz- 
i <i XD bereichs unbedenklich er- 
A, qs ~ <I scheint. 
Ww & wy NY 
Lo Dx \erstentasta F : 
0 7 2 6 &€ & 6 oT 6S OHO GEE Eb Wms bereits die Betrachtung 


Weg der : bs : 
y In vielen Fallen reicht 
der Erregerfunktion i 
Abb. 8. Uberfahrt einer Folge von Kriften iitber den einerseits eingespannten Triger, 8 é x0 a 
EinfluBzablen fiir Tragermitte. Zahlenbeispiel 2. zur Beurteilung der An- 
fachung und ihrer GréBe. 


4, Bewegies gefedertes und gedaimpftes System. Formal sind fiir die gestellte Aufgabe zwei 
verschiedene Ersatzsysteme vorzusehen, je nachdem, ob die Laufrollen als starr (Stahlrad) 
oder als elastisch (Bereifung) anzusehen sind (Abb. 1). 


Im ersten Fall (Stahlrad) ist die Bahnkraft zwischen Laufrolle und Schiene gegeben durch 


P= Py + C3 (%2 — ¥p) + hy (%_ — ¥p) — Mm Yp- (15) 
Fur die Bewegung der Aufbaumasse gilt nach dem d’Alembertschen Prinzip 
— My Ky = Cy (Xp — Yp) + hg (%_. — Fp) (16) 
so daf 
P= Py — i, %— Im y, oder, P= PAP (15) 


ist. 
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Im zweiten Fall (elastisch bereiftes Rad) gilt 
P= Po — & (% — yp) — hy (% — Fp) - (15”’) 
Hier gilt fiir die Radmasse 
— My %y = Cy (%1 —Yp) — Cy (xy — m4) + hy (4 — ¥p) — hey (%, — %) (16’) 


und fiir die Aufbaumasse 


— My Ky = Cy (%_ — %y) + key (Hy — &). (16"’) 
Auf beide Falle lassen 0 Ot oe 03 Qu sek 
sich unter KHinfiihrung der Per eatoun 
verdnderlichen Bahnkraft P ff 7 tf : = ——— eae 
die Gleichungen (11) anwen- 
den; dann ist in Tragermitte 
—_ 1p Mo 
, Co1 Coo Ms 
(De ie we S 
Cor C00 hy m ) G05 
Pees P oe 
us Cy €o1 Yo 
a ee m. 


OL =, r alae 
ce Yo: ( ) 


CH 


Diese gekoppelten Glei- 
chungen lassen sich nach 
den zweiten Differential- 
quotienten auflésen (y¥, ¥,, 
% 4, X_); die schrittweise Inte- 
gration ist jedoch mit ver- 
schiedenen Schwierigkeiten 
und einem so erheblichen g% 
Zeitaufwand verbunden, daB 
sie nicht mehr _ praktisch 2 GG oe 
brauchbar erscheint. In vielen 1 Ml 


Fallen 1aBt sich aber das Ver- eee gar 


0,10 


v= 3525 mM /s=126,1 kit 
Trager einerselts eingespannt 


eingespannt —— frel 


halten des Tragers und des 45 25 AS bee 

Fahrzeugs aufeinfache Weise ©") 0 m0 200 00 _4ovkm/h, | 
durch ein Eingabelungsver- | 7 ¥ 7 | 
fahren eingrenzen, das auf 3 <i hy | 
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Wenn die Kraftsc : - 
s 5 = hwan Abb. 9. U berfahrt einer Folge von Kraften iber den einerseits eingespannten Trager, 
kungen A P nur einen verhalt- Schwingung der Tragermitte, v = 126 km/h. Zahlenbeispiel 2. 


nismaBig kleinen Prozentsatz 

der urspriinglich konstant gedachten Bahnkraft P, ausmachen, so kann sich unter ihrer Wir- 
kung auch der Charakter der Lastwegkurve nur wenig andern. Man wird also ein ziemlich zu- 
treffendes Bild der Bahnkraftschwankungen erhalten, wenn man zunachst die Lastwegkurve 
(yp), mit der Timoshenkoschen Annahme P = P, = const bestimmt und diese sodann als 
starre Rollkurve fir das gefederte und gedampfte Fahrzeug-Ersatzsystem ansicht. Damit 
sind die Bahnkrafte (P), bzw. deren Schwankungen (4 P), nach (15) leicht zu bestimmen. 
Wenn die Schwingungszeit der Aufbaumasse m, gro gegeniiber der Uberfahrzeit und der 
Grundschwingungsdauer des Tragers ist, kann die senkrechte Aufbaubewegung x, vernach- 
lissigt werden, es ergibt sich dann fiir das Stahlrad die weitere Vereinfachung 


Px Py —  ¥p — by Xp — ™ Yp- (153*) 


Die Werte y,. Vp» Vp sind dabei entweder nach der Summengleichung (9'’) und deren Ablei- 
tungen, oder bei schrittweiser Integration durch Differentiation von y, zu ermitteln. 
a 
3 
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Das Verfahren der schrittweisen Integration 148t nun ohne weiteres eine neue Rechnung 
mit der so bestimmten veranderlichen wandernden Bahnkraft zu, woraus sich die zugehérige 
Lastwegkurve (y,). ergibt. Betrachtet man nunmehr (y,)2 als in der Verformung erstarrte 
Rollkurve fiir das Fahrzeug-Ersatzsystem, so ergibt eine weitere Rechnung die hiernach ent- 
stehende Bahnkraftschwankung (4 P),. Die Reihenfolge der Rechnungsgange ist also 

1. konstante bewegte Kraft Pj; Ergebnis Lastwegkurve (Yp)13 

rollendes Fahrzeug-Ersatzsystem ; starre Rollkurve (y,),; Ergebnis Bahnkraft (P), = var; 


2. 
3. verinderliche Bahnkraft (P),; Ergebnis Lastwegkurve (yp); 
4. rollendes Fahrzeug-Ersatzsystem; starre Rollkurve (¥p)2; Ergebnis Bahnkraft (P), = var. 
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Abb. 10. Eingabelung von Lastweg und Bahnkraftschwankung fii hwi ahi i 
g fiir schwingungsfahiges Fahrzeug-Ersatzsystem mit 
gi 800 kusihe Zahlenbelepert Gad ee 3 EEE ae eae 


Beide Rechnungen sind nicht ganz zutreffend, da der Rechnungsgang 2) und 4) mit einer 
ungenauen Rollkurve, der Rechnungsgang 3) mit einer ungenauen Bahnkraftfunktion durch- 
gefiihrt ist. Jedoch lassen sich dadurch die Funktionen y, und P eingrenzen und erforder- 
lichenfalls durch mehrfache Wiederholung bis zur praktischen Deckung fiithren. In Abb. 10 
ist auf diese Weise die Schwingung der Tragermitte und der vertikale Lastweg eingesanen 
und die zugehérige Bahnkraftschwankung dargestellt. In diesem Beispiel betragt die Schwan- 
kung <7% der konstant gedachten Bahnkraft P). Bei der gewahlten Rollgeschwindigkeit er- 
gibt sich eine Verflachung der Lastwegkurve gegeniiber der Rechnung mit P, nach Timoshenko, 
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da die Gegenschwingung des Tragers die nach unten gerichtete Massenwirkung der Laufrolle 
bereits kurz hinter der Tragermitte abfangt. Die nach dem Zimmermannschen Ansatz ofters 
gefundene Bahndrucksteigerung beim Anlaufen der zweiten Stiitze tritt im vorliegenden Bei- 
spiel nicht auf. Dagegen iiberlagert sich den berechneten Werten eine Verminderung oder Ver- 
gréBerung der Federspannung infolge der vertikalen Aufbaubewegung, die in Gl. (15%) mit 
%_, = 0 unberiicksichtigt geblieben ist. 

Tn ahnlicher Weise 1a8t sich auch das Ersatzsystem mit elastisch bereiftem Rad beh andeln; 
hier ‘wird jedoch der Charakter der 'Bahnkraftschwankung erheblich verindert infolge der 
Kigenschwingung der Radmasse m,. Durch diesen zusatzlichen Freiheitsgrad wird auch eine 
zusadtzliche Resonanzméglichkeit geschaffen. Es darf also bei Dauergeschwindigkeiten die 
Kigenfrequenz des Teilsystems Reifen—Rad nicht mit der Eigenfrequenz des Triigers iiberein- 
stimmen. 


5. Zusammenfassung. Das Problem der Briickenschwingungen unter rollenden Lasten 
1aBt in vielen Fallen Lésungen zu, die bei praktisch ausreichender Genauigkeit sowohl im ge- 
danklichen Aufbau als auch in der numerischen Durchfihrung einfacher sind als die bisher be- 
kannten. Der Stokes-Zimmermannsche Ansatz und — unter Beschrankung auf die Grund- 
frequenz des Tragers — auch der Timoshenkosche Ansatz lassen sich formal auf die Differential- 
gleichungen eines einfachen Feder—Masse-Systems zuriickfiihren, wenn mau die darin auftre- 
tenden Elastizitatswerte als zeitabhangige Variable auffaBt. Die entstehenden Gleichungen 
sind nach bekannten Methoden schrittweise integrierbar. Die groBe Anpassungsfahigkeit 
solcher Integrationsverfahren gestattet eine erhebliche Erweiterung der Betrachtung; sie er- 
weisen sich besonders dann als fruchtbar, wenn analytisch schwer faBbare Funktionen auf- 
treten. Verschiedene Anwendungen sind in Beispielen dargestellt; sie betreffen die Unter- 
suchung einer Folge von wandernden Lasten, das Verhalten des einerseits eingespannten Tra- 
gers, und vor allem die Einbeziehung des — selbst als schwingungsfahiges System anzusehen- 
den — Fahrzeugs in die rechnerische Untersuchung. Die bisher allein auf das Verhalten des 
Tragers gerichtete Betrachtungsweise wird dadurch auf die Gesamtaufgabe der Uberfahrt 
schwingungsfahiger Fahrzeuge itiber eine schwingende Fahrbahn erweitert. 


Bemerkung zu den Abbildungen: 
Zur Berechnung der Zahlenbeispiele sind folgende Werte angenommen: 


1. Trager beiderseits aufliegend, J = 1000cm q = 8,64 kg/em 
EJ = 1,1865-10!? cm?kg 
P = 10000 kg Mred = 4.3397 kgs?/em 
Bild 2,3; 4, 5, 6 
P =10000 — AP--- Abb. 10. 


2. Trager einerseits eingespannt, 1 —1100cm q = 8,64 kg/em 
P = 10000 kg Abb. 7 EJ = 1,1865-102 em2kg 
P=5000kg Abb, 8, 9. Mred = 4,4692 kgs?/em 


3. Fahrzeug-Ersatzsystem, Abb. 10 
m,=1; m,=9kgs?/em; cy = 360 kg/em; hk, = 36 kgs/cm. 


(Eingegangen am 24. Februar 1954.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr.-Ing. E. Marquard, Diisseldorf, Kaiserswerther Str. 156. 
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Uber den Kreisringtriger mit begrenzter Verformung bei 
iiberkritischem Aufendruck. 


Von H. Link. 


1. Einleitung und Voraussetzungen. Dem hier behandelten Problem liegt ein dinner 
Kreisringtriger mit konstanter Querschnittsfliche F und unveranderlicher Biegungssteifigkeit 
EJ zugrunde, derim unbelasteten Zustand den auf den Schwerpunkt der Querschnittsflache 
bezogenen Halbmesser ry hat. Der Ring ist in seiner Ebene ringsum durch einen gleichférmigen, 
auBeren Druck p belastet, dessen Wirkungslinien auch nach erfolgter Verformung des Ringes 
noch senkrecht zu den zugeordneten Ringelementen sein sollen (Flissigkeitsdruck). 

Der Ring ist umgeben von einem als starr anzusehenden dickwandigen Ring, dessen innerer 
Halbmesser dem duSeren Halbmesser des unbelasteten Kreisringtragers gleich ist, so daB bei 
fehlender Belastung der Kreisringtrager ohne Spiel in den umgebenden AufSenring hineinpaBt. 
Die Umfassung des Innenringes kann auch eine beliebige andere auBere Form haben, nur soll 
sie ausreichend starr und so kreiszylindrisch ausgenommen sein, daB sie den Innenring ohne 
Spiel aufzunehmen vermag. 

Als Folge des Druckes p verkiirzt sich der Umfang des Innenringes, so dafs dieser nicht mehr 
tuber seine ganze Lange an dem umschlieBenden AuSenring anliegen kann. Solange p <p, ist 
und die Ringmittelpunkte zusammenfallen, findet keine Berithrung zwischen Innen- und 
AuBenring statt. Zwischen beiden Ringen entsteht ein Spalt. Unter p, ist dabei der kleinste 
kritische Druck zu verstehen, bei dem neben der kreisférmigen Gleichgewichtsfigur des Innen- 
ringes noch eine von der Kreisform abweichende Gleichgewichtsfigur existiert+. 

Wird p= p;, so knickt der Innenring aus, wobei er am AuSenring zur Anlage kommt. 
An den Anlagestellen werden vom AufSenring auf den Innenring Stiitzkrafte ibertragen. Die 
Zahl, Art und Anordnung der Anlagestellen, sowie GréB®e und Beschaffenheit der dort auf den 
Innenring ausgeiibten Stiitzkrafte hangen von der Gri®e des Druckes p und den Abmessungen 
des Innenringes ab. 

Die aduBere Verformungsbegrenzung bewirkt mittelbar auch eine Begrenzung der nach 
innen hin gerichteten Verformungen des Innenringes, so daB in dem praktisch wichtigen Be- 
reich sehr kleiner Verformungen, auf den diese Untersuchung beschrankt ist, ein stabiles 
Verhalten des Innenringes erreicht wird. Im allgemeinen bestimmt daher die Werkstoff- 
festigkeit die Tragfahigkeit des Ringes. Hier soll vorausgesetzt werden, daf der Innenring 
aus einem Hookeschen Material besteht, das alle im Verlauf der Untersuchung vorkommenden 
Beanspruchungen vertragen kann. 

Das Problem ist mehrdeutig, weil zum gleichen auSeren Druck p mehrere verschiedene 
Formen des Innenringes gehéren kénnen. Auerdem weist das Problem Durchschlagerschei- 
nungen auf. Der durch gleichférmigen AuSendruck belastete Kreisringtrager mit nach auBen 
hin begrenzter Verformung zeigt daher in seinem Verhalten Ahnlichkeit mit einem geraden, 
durchbiegungsbegrenzten Knickstab ?. 

Die Untersuchung beschrankt sich auf die Ermittlung der méglichen Ringformen im Be- 
reich sehr kleiner Verformungen und die dabei vom AufSen- auf den Innenring ubertragenen 
Stiitzkrafte in Abhaingigkeit vom AuBendruck p mit dem Ziel, die Bestimmung der Schnitt- 
krafte und Spannungen im Innenring zu erméglichen, Hierbei sind Reibungskriafte, wo solche etwa 
auftreten kénnen, vernachlassigt. 


2. Die praktische Bedeutung des Problems®. Die Auskleidung von Bergwerksschachten in 
wasserfiihrenden Deckgebirgsschichten besteht meistens aus einer diinnwandigen Eisenréhre 
von kreiszylindrischem Querschnitt, die von einem starken, ebenfalls kreiszylindrischen Be- 
tonmantel umgeben ist. In gréBeren Tiefen werden zuweilen zwei ineinanderstehende Eisen- 
roéhren verwendet, deren Zwischenraum mit Beton ausgefillt wird. Der AnschluB einer solchen 
doppelwandigen Réhre an das Gebirge wird auch durch einen Betonmantel hergestellt. 


1 E. Chwalla u. C.F. Kollbrunner, Stahlbau 1938, S. 73/78. 
2 H. Link, Ing.-Arch, 22 (1954), S. 237. 
* H. Link, Gliickauf 90 (1954), S. 581. 
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Abb. la und 1b zeigen einen senkrechten Schnitt durch einen in der Héhe begrenzten Teil 
solcher Schachtauskleidungen. Die Eisenréhren bestehen im ellgemeinen aus einzelnen 
Ringen und diese wiederum aus einer groBeren Zahl von Segmenten. Die Segmente sind entweder 
miteinander verschraubt oder manchmal auch verschweiBbt. 


Der ringsum auf die Réhre wirkende gleichférmige Wasserdruck stellt den wesentlichsten Teil 
der Belastung derartiger Schachtauskleidungen dar. Seine GriéBe wichst proportional mit der 
Tiefe. Seine Angriffsflache wird bestimmt durch das Durchlassigkeitsverhaltnis des Beton- 
mantels zum Eisenmantel. Im Grenzfall muB8 angenommen werden, daB der volle hydrostatische 
Druck an der Eisenréhre angreiftt, weil die Durchlassigkeit des Betonmantels fast immer sehr 
viel gréBer als die der Eisenréhre ist. Letztere hat neben ihrer rein statischen Aufgabe vor allem 
fiir die Dichtigkeit der Schachtauskleidung zu sorgen. 


Im allgemeinen wird auf die Herstellung einer ausreichenden Verbindung zwischen Eisen und 
Beton durch konstruktive MaSnahmen im Schachtausbau verzichtet. Daher kann sich bei Ein- 
wirkung des Wasserdruckes auf die Eisenréhre diese unter Umstinden durch Uberschreitung des 
naturlichen Haftvermégens zwischen Eisen und Beton von dem um- 
gebenden Betonmantel lésen und einbeulen, weil sie hiergegen fast nie 
eine ausreichende Sicherheit hat. Die damit verbundenen Verformungen 
der Eisenréhre werden jedoch durch den umgebendenBetonmantel be- 
grenzt, der wegen seiner groBen Wandstarke hinreichend genau als starr 


4, wy) 


S 


Abb. 2. Verformung eines 
Abb. la. Einwandiger Schachtausbau. Abb. 1b. Doppelwandiger Schachtausbau. Elementes des Innenringes. 


aufgefaBt werden kann. Fir den Wasserdruck gilt die getroffene Voraussetzung, dab seine 
Wirkungslinien stets senkrecht zur auBeren Mantelflache der Eisenréhre sind. Das bei Schacht- 
auskleidungen vorliegende Problem stimmt daher in allen grundsatzlichen Punkten mit dem 
hier behandelten iiberein. Wegen der groBen Lange solcher Schachtréhren ist lediglich dabei der 
Elastizitatsmodul EF durch E* = E/(1—,’?) zu ersetzen. 

Das Problem hat auBerdem praktische Bedeutung fiir entleerte Druckstollen oder Druck- 
schachte von Wasserkraftanlagen, wenn diese mit einem diinnwandigen Stahlrohr gepanzert sind 
und der Raum zwischen Stahlrohr und Felsausbruch mit Beton ausgefiillt ist *. Hierbei wirkt von 
aufen her ebenfalls der Gebirgswasserdruck auf den Stahlmantel und versucht ibn einzubeulen *. 


3. Die Grundlagen fiir die Lésung des Problems. In Abb. 2 ist ein Element des Innenringes 
dargestellt. Es bedeuten darin: 


‘A,B, mit Kriimmungsradius 7 das Element im unbelasteten Zustand des Ringes, 


A,B, mit Kriimmungsradius r, das Element des belasteten, aber kreisformig gebliebenen Ringes 
(erste Gleichgewichtsform), 


a . o . oa . . e 
A,B, mit Kriimmungsradius rz das Element des belasteten, von der Kreisform abgewichenen 
Ringes (zweite Gleichgewichtsform). 


1 EF, Mohr, Bergbau-Archiv 2 (1946), S. 7. 

2 EF. Amstutz, Schweiz. Bauz. 68 (1950), S.102. — H. Juillard, Schweiz. Bauz. 70 (1952), S.451, 468, 487. — 
E. Amstutz, Schweiz. Bauz. 71 (1953), S. 229. — H. Juillard, Schweiz. Bauz. 71 (1953), S. 382. 

3 E. Chwalla, Veréffentlichungen des Deutschen Stahlbau-Verbandes. Heft 3 (1954). 
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Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Gleichgewichtsform erfahrt das Ringelement 
eine tangentiale Verschiebung v und eine radiale Verschiebung w. Es wird festgesetzt, da 
v>O0 sein soll, wenn die tangentiale Verschiebung im Sinne eines wachsenden Winkels @ er-_ 
folgt. w soll positiv sein, wenn die radiale Verschiebung zum Krimmungsmittelpunkt hin ge- 
richtet ist. 

Wie aus Abb. 2 durch eine einfache geometrische Betrachtung entnommen werden kann, er- 
geben sich die Dehnung, Querschnittsdrehung und die Kriimmungsanderung beim Ubergang 
von der ersten zur zweiten Gleichgewichtsform unter Vernachlassi- 
gung der Glieder 2. und héherer Ordnung, ausgedriickt durch die 
Verschiebungen v und w und deren Ableitungen, zu: 


| 
} 


y=7(e+ 3) l (1) 


Es ist ¢>0 bei Stauchung des Elementes, y>0, wenn die Quer- 
schnittsdrehung mit wachsendem Winkel y im Uhrzeigersinne er- 
folgt, und x>0, wenn beim Ubergang von der ersten zur zweiten 
Gleichgewichtsform die Krimmung vergréBert wird. 

Die Schnittkrafte fiir die erste Gleichgewichtsform sind 


Abb. 3. Krafte am Ringelement N 0 M af (2) 
bei der zweiten Gleichgewichtsform —— r = — — 
des Ringes. A s £2 a s 1 te rr ” 


Die beim Ubergang von der ersten zur zweiten Gleichgewichtsform zusatzlich auftretenden — 
Schnittkrafte ergeben sich aus dem Kraftegleichgewicht am verformten Ringelement nach — 


Abb. 3 zu | 
pee a EJ (dv , d4w 
oS Sings i te a? 
- EJ /d?v dw 
Q = — 33 (at a): | (3) 
Mi at dv ae | 
ri \dp dp | 


Hierin sind die Verformungseinflisse auf die Schnittkrafte ausreichend beriicksichtigt. 
Die Gesamtschnittkrafte im Ring fiir die zweite Gleichgewichtsform ergeben sich als 
Summe der Schnittkrafte nach den Gleichungen (2) und (3), also 
N = N, 4+ N, | 
Q =Q2, +Q, (4) | 
M=M,+ M,. | 


Das Momentengleichgewicht aller am Ringelement bei der zweiten Gleichgewichtsform 
des Ringes angreifenden Krafte liefert mit O, als Drehpunkt 


EJ /dv Bw d2y Bw EJ /d‘v Bw | 
r2 d 2 | d 3 | T> P 7 2 | aE —— 0 ‘4 ¢ 
i \¢p P “ \dg? — dg ri \dpt — dg 


Wird hierin wegen r, ~ r, der Radius r, durch r, ersetzt und ferner in Anlehnung an die Auf- 
fassung von Chwalla’ ¢ = 0, also nach (1) | 


_ dy 
Ww = dy (5) 
gesetzt, so erhalt man daraus mit der Abkiirzung 
ee Pry 
=1 420 (6) 


' E, Chwalla u. C.F, Kollbrunner, FuBnote 1 von S, 36. 
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die lineare Differentialgleichung 
d’y x d4v d*v 
a (7) 
Sie hat die allgemeine Lésung 
v = A, coskgy + A,sinky + A, cos + A, sin y+4A,y9 +A, (8) 


und wurde erstmals von Federhofer! angegeben. 


4. Die méglichen Ringformen in Abhingigkeit vom auBeren Druck p. a) Die Grund- 
formendes Ringes. Als erste wird die am niachsten liegende Ringform untersucht, 
bei der der Innenring an a in gleichem Abstand aufeinanderfolgenden Punkten am AuBen- 
ting anliegt. Alle zum Innenring gehérigen Bégen befinden sich dabei beziiglich ihrer Be- 
lastung und Verformung in der gleichen Lage, so da8 simtliche Anlagestellen des Innenringes 
gegentiber der ersten Gleichgewichtsform die gleiche tangentiale und radiale Verschiebung 
erfahren haben miissen. Es kommt jedoch nur auf die radiale Verschiebung an, da die 
tangentiale Verschiebung stets durch eine entsprechende Drehung des ganzen Ringes um 
seinen Mittelpunkt zum Verschwinden gebracht werden kann. Die Untersuchung darf sich 
auf einen Bogen beschranken. 

In Abb. 4 ist ein Bogen eines Innen- 
ringes der vorausgesetzten Form mit dem 
Offnungswinkel 2g zwischen zwei benach- 
barten Anlagestellen dargestellt. Mit den 
dort verwendeten Bezeichnungen gelten 
fiir die Anlagestellen die Bedingungen 


v=0 fir gp=+ Mm, 


= == 0 fiir a a Po: Abb. 4. Bogen des an ain gleichem Abstand aufeinanderfolgenden 
Punkten anliegenden Ringes. 


Hiermit ergibt sich aus (8) das folgende, fiir die eindeutige Bestimmung der Integrations- 
konstanten ausreichende Gleichungssystem: 


0= A,coskg + A,sinkg + Az cos % + Ag sing + AsG + Ae, 

0= A,coskg, —Agsinkgy, + Az cos my — Agsin yy — A5% + Ag; 
W = —A,ksinkg, + A,kcoskg, — A, sin gy + Ay cos q + A; , (9) 
w= <Aksinkg, + A,kcosky, + Az sing + Ay cos YM + As » | 

0 = — A, k*® cos kg — A, k*? sin ky — Az cos gy — Ag sin M » 


0 = — A, k* cos kg + A, k? sin ky — Az cos Gy + Ag sin Y - | 


Durch Addition und Subtraktion der jeweils zu der gleichen Grenzbedingung gehérenden 
zwei Gleichungen ergeben sich aus (9) die zwei Gleichungssysteme 


0=A,cosky, -+ As cos gm + Ae, | 0=A,sinkg, + Aysin gy + As%> 
0=A,ksinkg + A; sin gy, (eee Wy) = A, k cos ky + A, cosy + A;, | (10b) 
0 = A, k* cos kqy + A, cos @ » 0 = A,k? sin ky + Ay sin GD - 


Das System (10a) wird entweder befriedigt durch die triviale Lésung 
A, = A, = A, = 0 (11) 


oder durch die sich aus dem Verschwinden der Koeffizientendeterminante ergebende Bedingung 


sin kq@y cos Py — k cos kg sing, = 0. (12) 
Fir die weiteren Betrachtungen wird zunachst (11) zugrunde gelegt. Die tibrigen Kon- 
stanten ergeben sich dann aus (10b) zu 
Ye Wo goss Po Z se 
‘ (k? —1)sin ypsin ky, + k@ (sin Yo cos kpy — k cos Py sin k Po) 


| 
A : = Wo k* Yosin k Po head : | (13) 
ae (k? —1) sin gpsin kg, + kg (sin Mo cos kpy — k cos Po sin k Po) | 
w, (k? —1)sink@ysin Poy c . 
os (k? —1) sin gysin k@y + kG (sin Po cos k py — k cos Yo sin k Gp) | 


1 K, Federhofer, Eisenbau 12 (1921), 5. 291, 
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Wegen (11) und (8) ist v eine ungerade Funktion und daher w wegen (5) eine gorene aia a 
der Bogen ist zug = 0 symmetrisch verformt. Fiirgy = 0 verschwinden daher i und i = ee F 
also gemaB (4), (3) und (2) auch die Querkraft in der Mitte des Bogens. 

Bestimmten Offnungswinkeln 2g) des Bogens sind Belastungsbereiche k¥ < k <k® zu- 
geordnet, in denen die betreffende Ringform existieren kann. Die untere Grenze k" dieser 
Belastungsbereiche ergibt sich aus der Bedingung, daf sich der Innenring drucklos an den 
Aufenring anlegt. An der unteren Grenze der Belastungsbereiche muf also die Stitzkraft 
P = Osein. Das ist der Fall, wenn die Querkraft an der Anlagestelle des Bogens verschwindet. 
Aus 


EJ /d?v Bw 
Oo=0, = ( 


ov Tn chi 
folgt mit (8) unter Beriicksichtigung von (11) sinkg =0 oder ky =na(n = 1,2...). 
Der kleinste Wert k” ergibt sich hieraus mit n = 1 zu 


3 
wii 


U 
nas, (14) 


oder wegen ag) = a (vgl. Abb. 4) auch zu 
eth (15) 
Die untere Grenze k der Belastungsbereiche stimmt mit der Zahl der Anlagestellen iberein. 
Die obere Grenze k° der Belastungsbereiche ergibt sich aus der Bedingung, da die Krim- 
mung des Innenringes an der Anlagestelle gleich der Ringkriimmung im unbelasteten Zustand 


sein muB. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit dem Verschwinden des Biegungsmomentes 
an der Anlagestelle. Aus 


J EJ /dv , d*w 
i ee —~/f(— + —, =A) 
ara aa (a ‘! ir), 
2 
ergibt sich mit (8), (11), w) = —o und den Konstanten A,, A, nach (13) 
sin kg) cos Py — kcos kqy sing, = 0. (16) 


Diese Bedingung stimmt mit (12) iberein und geht mit ag) =z tiber in 


sin (*§ 2) cos 2) = heos ( 4 sin (z) = 0. (17) 


Durch (17) wird jedem Wert a (a => 2, ganzzahlig) in eindeutiger Weise ein kleinster Wert k® 
zugeordnet. In der nebenstehenden Tabelle sind die unteren und oberen Belastungsgrenz- 
werte k¥ und k° in Abhangigkeit von der Zahl der Anlagestellen a angegeben. 


Te Ee ee ee 
2,00 
3,00 


3,00 | 4.00 | 5,00 8.00 


4,37 | 5,78 | 7,20 


6,00 
8,62 


7,00 
10,05 


ke 11,47 


Wie die Tabelle zeigt, iberschneiden sich mit Ausnahme von a = 2 die Belastungsbereiche, 
so daf zu einer bestimmten Belastung des Ringes verschiedene Ringformen gehéren kénnen. 
Zur Ermittlung der Schnittkrafte und Spannungen im Ring gehort daher die Angabe der zu- 
grunde gelegten Ringform. 

Die mit (16) zur Auffindung der oberen Belastungsgrenzwerte k? fiir die verschiedenen Ring- 
formen ibereinstimmende Bedingung (12) vermag das Gleichungssystem (10a) zu befriedigen, 
ohne dafs die Konstanten 4,, A, und A, verschwinden. Sie stellt somit eine Stabilitats- 
bedingung dar, mit deren Hilfe die relativen GréB®en von A,, A, und A, nach (10a) berechnet 
werden kénnen. Damit sind aber auch die auf diese Konstanten zuruckgehenden Anteile der 
Verschiebungen v und w bis auf einen gemeinsamen, an der Stabilitatsgrenze sehr klein zu 
denkenden Parameter festgelegt. 

Die radialen Verschiebungen w des Bogens zwischen zwei Anlagestellen setzen sich dann zu- 
sammen aus einem zu p = 0 symmetrischen Anteil (A,, 44, .4;) und einem zu y = 0 antisym- 
metrischen Anteil (4, 43, A,). Bei freier Verformungsméglichkeit wiirde der Bogen anti- 


XXIII. Band 1955 Link: Uber den Kreisringtrager mit begrenzter Verformung usw. 4] 


symmetrisch ausknicken, wenn k und gy, der Bedingung (12) bzw. (16) geniigen. Die von dem 
symmetrischen Verformungsanteil herriihrenden Biegungsmomente an den Bogenenden ver- 
schwinden. Die Gesamtbiegungsmomente an den Bogenenden ergeben sich daher nur aus 
dem antisymmetrischen Verformungsanteil und betragen nach (3) mit Verwendung von (8) 
und (12) 

i) ee cay A, k (k® — 1) sin kqy . 


xPo 


Sie haben damit fiir die beiden Bogenenden entgegengesetzt gleiche GréBe. 


Bei dem hier behandelten Problem kann aber an den Anlagestellen kein negatives Biegungs- 
moment im Innenring auftreten, weil dazu die Ringkriimmung an der Anlagestelle kleiner als 
im unbelasteten Zustand werden miiBte. Dies aber wird durch den Au®enring verhindert. 
Mithin mu8 im vorliegenden Fall auch dann 4, = A; = A, = 0 sein, wenn die Bedingung (12) 
bzw. (16) erfiillt ist. Der AuSenring 1a8t kein antisymmetrisches Ausknicken des Bogens bei 
erreichter oberer Belastungsgrenze k® zu. 

Mit den behandelten Ringformen ist bereits eine wesentliche Gruppe der méglichen Gleich- 
gewichtsformen erledigt. Es mu hierzu noch erginzt werden, daf mit wachsender Zahl a 
der Anlagestellen die Genauigkeit der abgeleite- 
ten Formeln geringer wird, weil alle einleitend 
gemachten vereinfachenden Voraussetzungen mit 
wachsender Belastung p zunehmend schlechter 
zutreffen. 


Abb. 5. Ring beim Ubergang von der zweipunktig in die Abb. 6. Die Ubergangsstelle a des Ringes nach Abb. 5 
dreipunktig gestiitzte Grundform. in gréBerem Mafstab. 


b) Die Ubergangsformen des Ringes. Eine zweite Gruppe von Gleich- 
gewichtsformen ergibt sich beim Ubergang des an a in gleichem Abstand aufeinanderfolgenden 
Punkten gestiitzten Ringes in eine gleichartige Ringform mit einer gréBeren Zahl von Anlage- 
stellen. Die einfachste Gleichgewichtsform dieser Art entsteht nach Uberschreitung der oberen 
Belastungsgrenze des an zwei sich gegeniberliegenden Punkten gestiitzten Ringes. Dieser Fall 
wird anschlieBend behandelt. 

In Abb. 5 ist ein Ring mit den daran angreifenden Kraften, beim Ubergang von der zwei- 
punktig in die dreipunktig gestiitzte Grundform, dargestellt. Dabei ist unterstellt, da der 
Ausgangszustand dieser Ringform durch das Zusammenfallen der Stiitzkrafte P’, also durch 
Yo = 0, gekennzeichnet ist. Da der Bogen zwischen den Kraften P’ auch am Aufenring an- 
liegen kann, ist fiir diesen Teil des Ringes als auBerer Druck p’ angenommen worden. 

Der Ring setzt sich zusammen aus zwei Bogen 1 vom Offnungswinkel 2g, und einem Bogen 1’ 
vom Offnungswinkel 2 q. Fir diese Bogen ergeben sich entsprechend der angenommenen 
verschiedenen Driicke p und p’ auch ‘unterschiedliche Radien r, und rj fiir die erste Gleich- 
gewichtsform. Die Ubergangsstelle a vom Bogen 1 in den Bogen 1’ ist in Abb. 6 mit den dort 
auftretenden Verschiebungen der Bogenenden dargestellt. Danach muf vj = —v,) sein. 


Fur den Bogen 1 erhalt man mit den Grenzbedingungen 


v =v, fir 9 =, 


v — 0 fiir ONS NOY 
te == Ww, tur —G = =o, , 
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aus (8) das Gleichungsystem 


% = A,coskg, +A, sinkg, + Az cos qo + Ag sin Y + A5G + Ae, 
0 = A,coskg, —A,sinkg, + A; cos yy — Ay sing — AsPq + Ag» 
Wy = —A,ksinkg) + A,k cosky, — Az sin py + Ag cos Y + A;, 
w— A,ksinkg, + A,k coskq@y + Az sing + A, cos m + A;, 

0 = — A, k* cos ky, — Ak? sin ky — Az cos Yo — Ay sin q ; 

0 = — A, k* cos ky + Ak? sin kp — Az cos Py + Ay sin Gp - 


Hieraus ergeben sich nach Addition und Subtraktion von jeweils zwei zur gleichen Grenz- 
bedingung gehérenden Gleichungen die beiden Gleichungssysteme 


A, coskg + A; cos % + Ag, | 
0 =A,ksinkgy + A; sin gy, f ee) 
0 = A, kh? coskyy + Ag cos op, 
i =A,sinkgy + Aysin gy + As%o> | 
W = A,k coskqg, + Aycosgo + 4;, | (18h) 
0 =A, k? sin kg + Ay sin GY. 
Fur den Bogen 1’ erhalt man mit den Grenzbedingungen 
vy =+0 = + %, fur g = 2 o,. 
W i= W, fir gy’ = +9, 
dw’ , P | 
Ces ALE? Vesta: 
aus (8) auf dem gleichen Wege die beiden Gleichungssysteme 
0=Aj,cosk’g, + Azcosgy+4,, | 
0=Aj\k' sin k’g, + Ajzsings, (19a) 
0 = A, k’? cos k'gg + Ag cos y% ; | 
—v =Ajsink’gg + Ajsingy + 45q> 
wo = Ak’ cos k’'py + Aj, cos gy + Ag (19b) 
0 =Ajk’? sin k'y, + Ajsin gg. | 
Aus den gleichen Griinden wie beim Ring mit in gleichem Abstand aufeinanderfolgenden 


Anlagestellen mu immer 
nach (18a) A, =A, =0; A, => | 


(20) 


sein, selbst dann, wenn die die Gleichungssysteme (18a) und (19a) ebenfalls befriedigenden 
Stabilitatsbedingungen 


sin kp) cos ~y — kcoskqysingy = 0, 
sin k’yy cos yy — k' cos k'gy sin gy = 0 
erfillt sind. Damit ergibt sich aus (18b) und (19b) das folgende Gleichungssystem: 


v . . 
i: =A,sinkg, + Aysing) + Asm, 
Wy = A,kcosky, + A,cosy, + 4;, | 
0 =A,k? sin kg + A, sing, , | (21) 
—v =A; sink’g, + A,sing, + 45g, 
wo = Agk’ cos k’g + Aj cos yy + AL, | 
0 == A,k’*sin k'y)+ Ajsin qo. 
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An der Ubergangsstelle a der beiden Bégen 1 und I’ miissen ferner noch die folgenden Be- 
dingungen erfillt sein: 


Meagan =o» 
ee Ny =%, 

i fe 
P = Qy=9, : Qo’ =9’, ‘ 


Hieraus ergeben sich mit (2) und (3) unter Beriicksichtigung von (20) in derselben Reihenfolge 
die wae 


= (dp k3 cos kq + A, cos M) = ya (As k’3 cos k'qy + Aj cos qo) ; 
{ 
P (% + Ag cos Yo) = p’ (tr) + Aj cos 08 7) | ee) 
P' = pA, sin % + p’ A, sing. 


Die in Abb. 5 dargestellte Gleichgewichtsform des Ringes kann dann mit den kleinsten 
auBeren Driicken p und p’ aufrechterhalten werden, wenn die Querkrafte an den Enden des 
poser: Le 05 = = Cie —,, = 0 sind. Hieraus ergibt sich wegen Ore. Roa ‘Aj sin yy und 


p’ + 0 fiir die Reustante - = 0. Die letzte Gleichung des a) a (21) kann ee durch 
eine der folgenden beiden Bedingungen erfillt werden: 


Ava =. (23) 
ALO. rink oy 0. (24) 
Mit der Bedingung (23) wird aus den Gleichungssystemen (21) und (22) 
“2 =Azsinkg, + Aysingy + Asp, 
Wy = Ayk cos kq@y + Ay cos Y + A;, 
0 =A,k? sin kg, + A, sin gy, 


a 0N ASV 2 (25) 
pa ee 
0 = A,k3 cos kg + Aq cos oy, 
; A 
p'/p =1 + cos q, 
0 
P’ = pA, sing - 
Die dritte und sechste Gleichung dieses Systems konnen nur dann eine von A, = = Weal) 


(erste Gleichgewichtsform) verschiedene Lésung haben, wenn die sich aus dem Werchvinden 
der Koeffizientendeterminante ergebende Bedingung 


sin ky cos Gy — k cos ky sin py = 0 (26) 
erfiillt wird. Hieraus ergeben sich die in der Tabelle angegebenen Belastungswerte k in Ab- 
hangigkeit vom Winkel gy, 


cs ee k of k ofc) k 
90 3,000 65 4,053 40 6,490 15 17,180 
85 BILLS) 60 4,375 35 7,402 10 25,750 
80 Anal 55 4,756 30 8,621 5 51,500 
15 3,542 50 Syl i 5 10,340 0 oO 
70 ale) 45 ilies 20 | 12,900 


Mit Benutzung von (26) ergeben sich aus (25) die Konstanten zu 


BEN ac | 
yd i Vanes ttl | 
Abe as : : ; ° mit 
es (k? —1) sin k (sin Py — Po COs Po) pr 
; W = — FP 
(129% — 22) EF Len) 
=a 2 ? und { 
Ay = — (PT) Gin Ge — $0 608 Ho) pire | 
Vg ee NW Os Hn 
Wy SID 0 — COS Po ? Ee | 
A, = sin Yo — Po cos Lo J 


Ingenieur-Archiv 
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SchlieBlich wird noch mit A, aus (27) und vw) = — wg aus der vorletzten Gleichung von (25) 
ke (1 z pegs) 
De [pene SO Oo 5 
P r9 (ne —1) (8 ee 
Po / 
Dieser Ausdruck geht mit wy wo andi, == 2 (k? ) ae (k? —1) 2 itber in 
S Wy 0 EF Fr, Fr, 
= k? 
, IES <2 AUee med cies epee =F foe > 
Ve pert iz 70 iz 70 iz 10 Yr rT 
Lo 5 ; ; Siar 
P ~ oe ney (28) 
P ] J] 5 k Po/2 
4 =! Et Fro tE Po __ Hl Po 
Po 
In Abb.7 ist das Druckverhalt- 
il ; | | nis p’/p nach (28) in Abhingigkeit 
| vom Winkel gy fir verschiedene 
42 r Werte a dargestellt. Im Bereich 
0 
der besonders  interessierenden 
: IX LIN Z 
oh Winkel & > Vo 2) ist fiir 
g die praktisch vorkommenden Wer- 
Wag 80 70 6050 40 30D 70° 


Abb. 7. Druckverhaltnis p’/pin Abhingigkeit von gy, fiir verschiedene Werte 
J/Fr? nach Gl. (28). 


te ae < 10~4 das Verhaltnis der 
Fri 


Driicke p’/p nur sehr wenig gréBer 
als 1, so da in der Regel zur 


Bestimmung der Schnittkrafte im Ring mit p’ ~p gerechnet werden kann. Wegen der zur 
Ableitung benutzten Naherungen enthalt (28) einen mit wachsendem Druckverhiltnis p’/p 


zunehmenden Fehler. 


Mit der Bedingung (24) wird aus den Gleichungssystemen (21) und (22) 


Cee 


5 A, sin kqy 


+ Aq sin Py + As > 


Wy = A,k coskq@y + Ay cos GY + A; » 


0 =A,k* sin kg, + A,sin gy, 
— ty = 459%, 


wy = — Ajk’ + Az, 

1 

= (A, k3 cos k@y + Ay cos Gy) = — 
Pp’ A, 

—=]+4— Pe 

. = = COS Yo 

Be) ped eine 


(29) 


1 Dh, 
=, A,k’, 
Til 


—— 


Aus (29) kénnen die Konstanten A,, 4,, 4,, 4; und Aj, sowie vp, P’ und k eindeutig ge- 
wonnen werden, da die Zah] der Unbekannten mit der der Gleichungen iibereinstimmt. Die ex- 


plizite Darstellung von Po =f(@) ist jedoch, wenn tberhaupt méglich, nur mit groBen 


Schwierigkeiten durchzufihren. Da zudem die Lésung mit Bedingung (24) nur theoretischen 
Wert hat und auch hier fiir die praktisch interessierenden Werte J/F'rj und y wegen A,< ry 


der Druck p’ = p sein muB, soll auf den Versuch einer expliziten Darstellung on = {(q) 
P 


verzichtet werden. 


Fir die Umgebung von gy = F wird fir eee 


die Konstante oped und damit 


p/p =1, sowie P'S 0. Da vom AuBen- auf den Innenring nur Stiitzkrifte P’ > 0 ausgetibt 


werden kénnen, hat die Bedingung (24) fiir gy < + keine Bedeutung mehr. 
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In Abb. 8 sind die Belastungswerte k und k’ nach den Bedingungen (23) und (24) in Ab- 
hangigkeit vom Winkel gy aufgetragen. Hierbei wurde in beiden Fallen von der Naherung 
k’ ~k Gebrauch gemacht. Danach wird sich der an zwei gegeniiberliegenden Punkten ge- 
stiitzte Ring nach Uberschreitung der fiir ihn giltigen oberen Belastungsgrenze k° = 3,00 wie 
folgt verhalten: 

Mit wachsendem k legt sich der Innenring mit einem an Linge zunehmenden Bogen |’ 
an den Aufienring an. Der in diesem Teil auf den Innenring ausgeiibte Druck p’ ist im Bereich 
der praktisch interessierenden Werte 
J/F rj nur sehr wenig gréfer als p. 
Der Offnungswinkel 2 gy der nicht am 
AuSenring anliegenden Bogen 1 hangt 
nach (26) mit dem Belastungswert k 70 
zusammen. Der am Aufenring an- 
liegende Teil des Innenringes erfahrt 
gegeniiber dem unbelasteten Zustand ou 
keine Kriimmungsanderung, so da in 
ihm das Biegungsmoment M’ und die 
Querkraft Q’ verschwinden. 

Von einem bestimmten Belastungs- 


Sinkgy-cosgy—k-coskgy: singyy=0 


wert k ab, dem bestimmte Winkel ¢, Oo ———— 
und g, zugeordnet sind und dessen 
GréBe sich aus dem Schnittpunkt 4 
der Kurven sink’gy, =0 und 

sin kqy cos gy — k cos kgy sin gy = 0 


ergibt, laBt sich ein weiteres Anwach- 20 Al re. fo 
i ie : 90 80 70 Jy ‘60 50 4g 30 20° yf, 
sen des Winkels gy) mit kleiner werden- Pa ve ee ars ! a ee 
. a! 
dem Belastungswert k erreichen. Da- g fe he Ge ed bi se he 


bei nehmen die Stiitzkrafte P und bee Boe ih eee k’ in Abhiangigkeit von den peels @o und ”, fiir die 

eowie die tangentialen Verschiebungen Ringform nach Abb. 5 entsprechend den Bedingungen (23) und (24). 

Uv) ab, bis sie bei k = 3 (gy = yy = 60°) verschwinden. Gleichzeitig hebt sich der Bogen 1’ vom 
AuSenring zunehmend ab. Am Ende dieses Vorganges besteht der Ring aus drei gleich be- 
lasteten und verformten Bégen von gleichem Offnungswinkel. Der zugehérige Belastungswert 
k =3 entspricht der dieser 
Ringform zugeordneten 
unteren Belastungsgrenze 
kv, deren Bedeutung schon 
vorher erlautert wordenist. 


Wird k =k konstant 
gehalten, so erfolgt der 
Ubergang des Ringes von 
der in Abb. 9a dargestellten 
Form in den Zustand ent- 
sprechend Abb. 9b schlag- 
artig, so da hier eine 

Durchschlagerscheinung ; 
ahnlich wie beim durch- Abb. 9a. tee eee vor dem Abb. 9b. Oe eecar nach dem 
biegungsbegrenzten, _—_ge- 
raden Knickstab vorliegt. Dabei geht.die dem Punkt A zugeordnete Ringform unmittelbar in 
die dem Punkt B entsprechende iiber (Abb. 8). 

Eine zweite Méglichkeit fiir den Ubergang des an zwei Punkten gestiitzten Ringes in die 
Grundform mit 3 Anlagestellen ergibt sich, wenn in den Gleichungssystemen (21) und (22) unter 
Beibehaltung aller Bezeichnungen Q,_,, =Q,—— 9, = 9 gesetzt wird. Das liefert wegen 
0,9, = pAg Sin Pp und p + 0 fiir A, = 0, und damit aus der dritten Gleichung von (21) die 
hbeiden Bedingungen 


hase) pee (30) 
A, = 0; sin ky, = 0., (31) 


von denen wenigstens eine erfillt sein muh. 
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Die Bedingung (30) sagt aus, da die beiden Bégen 1 am AuBenring anliegen, so dal 
darin M =Q=0 sein miissen. AuSerdem verschwindet dabei die Stiitzkraft P. Mit (30) ergibt 
sich aus (21) und (22) 

Vo an 
2 
ene 

—v = Ajsin k'py + Aj sings + 45%» 
wo = A, k’ cos k’yy + Ay cos gy + 45, 
0 =Ajk*sink’gyg + A, sing » 
0 = Ajk’? cos kg, + A, cosq, 


A; Q% > 


ip A, ’ 
— =] +— cos %,; 
P’ aT ro Po 
Pop A | Sih Oar 
Die fiinfte und sechste Gleichung (32) verlangen, da nicht der gesamte Innenring am AuBenring 


anliegen kann und auch die erste Gleichgewichtsform hier ausscheidet, da® wenigstens eine 
der Konstanten Aj und 4, von Null verschieden ist, so da® die Bedingung 


sin k’q cos gy — k' cos k'gy sin yy = 0 (33) 
erfillt sein mu. Damit ergeben sich die Konstanten nach (32) zu 
8 
PM Ree oct (wo Po — V9) Sin Yo or 
2 (k? —1)sin kg} (sin yy — vj Cos 7%) ” | . pre 
/ / a / 72 Wo = : al 
A, = = (0 Fo eno 4 . mit ene (34) 
(k? — 1) (sin g, — 9; cos 9) ge <et , teh G 
asin ge — 04 008 4 th Vy a tele 
5 “sin pf — 9} Cos Y% 
Nach (32) ergibt sich das Druckverhaltnis p/p’ mit A, nach (34) und 1) = — 2 w)G zu 
eee) 
Speer potlin 1p ol2 (35) 
p’ 


To eee ye 

(2 oes) 
Hiernach wird p/p’ <1 fiir gj Sa/2. Da im anliegenden Teil des Ringes der Druck stets 
gleich oder gréfer als im nicht anliegenden Ringbereich sein muB, hat der vorliegende Fall nur 
Bedeutung fiir gy S 2/2. 


Von Die Be ding ung (31) kennzeichnet 
| auch hier eine Durchschlagerscheinung, 
wie Abb. 10 zeigt. Dort sind die Kurven 

50 sin k’p cos yg — k’ cos k'gy sing, = 0 


und. sinkgy, = 0 aufgetragen. Wegen 


sinkg,=0 : aa < , - 
der bereits friher erlauterten Griinde ist 


sink gp-cosay cos ky: singy =0- 


40 t= k = k’ und daher auch hier auf eine ge- 
trennte Darstellung von k’ und k ver- 
mah [ zichtet worden. 
: lyse ee Nach Abb. 10 stellt sich der Uber- 
eae ir py ROT wie folgt dar: Ausgehend 
leas i i i 
30h + ah a 4 = 4 ze, von der Ringform nach Abb. 11b, die 
fir k =k’ =3 bei gm =—a2/4, y = 2/2 
0 20 40 00 80 700 720 740° ap Rai ca deed , 
Abb. 10, k ~ k’ in Abhangigkeit von den Winkeln g, und 9” bey Tate Odig Oe Gee 
entsprechend den Bedingungen (30) und (31). mit wachsendem k zunehmend an den 


AuBenring an, wobei sich der Winkel g, 
vergréSert und der Winkel gy verkleinert, bis der Wert k’ die dem Schnittpunkt A der beiden 
Kurven sin k’g) cos yy — k’ cos k’gy, sing, = 0 und sinkg) = 0 entsprechende GréfBe erreicht 
hat. Hier geht der Ring schlagartig in die an 3 gleichmaBig titber den Umfang verteilten Punk- 
ten gestiitzte Form iiber (Punkt B in Abb. 10 mit g = go = 60°). 

Es bleibt noch festzustellen, wie sich der Ubergang von der in Abb. lla dargestellten Ring- 
form zu der Ringform nach Abb. 11b vollzieht und ob ein solcher tiherhaupt méglich ist. Nach 
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den bisherigen Darlegungen kann die Ringform nach Abb. lla fiir 2 < k’ <3 und die Ring- 
form nach Abb. 11b fiir k’ = 3 bestehen. 


Fiir die folgenden Betrachtungen wird ein Ring nach Abb. 12 zugrundegelegt. Dabei wird 
zur Unterscheidung der auf die Ringhalfte 1 wirkende Druck mit p und der auf die Ring- 
halfte 1’ wirkende mit p’ bezeichnet. Die Verschiebungen der Endep der Bigen 1] und 1’ 
sind in Abb. 12 eingetragen. Es ist 1 = — v. Mit den Grenzbedingungen 


v = 138 fir p=+qM, 

aU =o 20, fir p=+qQ; fiir die 

dw ws  Ringhalfte 1 , 
fr Pel P= Ee | : 

i sete, fir 9 = + G,, 

Ww wi We fir “g' = <- 9, | 


fiir die 
| Ringhalfte 1’ 


Abb. lla. Mégliche Ringform Abb. 1lb. Mégliche Ringform Abb. 12. Zum Ubergang der Ringform nach 
firs vk <3. fark” = k= 3. Abb.11a in die Ringform nach Abb. 11b. 
ergeben sich aus (8) wegen 
A, =A, = A, = 0 fix die Ringhalfte'1, 
Ai = At = A’ = 0 fiir die Ringhalfte 1’ 


die folgenden Gleichungen: 


Vv =A,sinkg, + Agsing) + As%, 
Wy = A,k coskqy + A, cos y + A; , 
0 =A, k*sinkg + Ag sin g , 

vo = Ajsink’g, + Ajsings + 45%: 
we = Ajk’ cosk’g, + Aj cosy + A;, 

0 =Ajk’sink’y, + A;sing, - 


(36) 


Die Gleichheit der Schnittkrafte an den Ubergangsstellen der beiden Ringhalften verlangt: 


1 I a Pot. , , 
<a (Ag k® cos ky + A, cos Yo) = ma (A, k? cos k'gyy + A, cos Y) ; | 
uy B 


P(% + Ag cos Go) = p'(T + Aq cos G5) , | oe) 


P’ = pA,sing, + p’ A; sing, . 


Mit cos @) = cos yy = 0 wird aus der mittleren Gleichung von (37) wie es sein muB kh’ = k, 
und damit w,=w, sowie r; =1,. Die Gleichungssysteme (36) und (37) gehen damit bei 
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gleichzeitiger Beriicksichtigung von gy = Yo = 2/2 und sin PY = sin Qo = 1 fiber im 

vy =A, snk? +A, +453, ) 

Wy = A,k cos k¥ + A, , 

0 =A, snk? + A,, 

as ne prepa tN (38) 

wy = A,kcosk% + A, , 

0 =Aj,k? sink¥+ A,, 

0 = (A, — Aj) cosk§, 


Pn 4 | 
Die vorletzte Gleichung dieses Systems wird entweder befriedigt durch 
A, — AL =0, (39) 
oder durch 
cosk% — 0. (40) 


Mit der Bedingung (39) wird aus (38) 
Ay= A, =U Ap =A 0 a eae, 


Wy & 
A, = = ; 
z (k? —l)sink$ +k¥cosk¥ 
y wy k? Z sin k Z (41). 
a4 4 Mf 


(2 —1)sink¥ +h ¥coskZ’ 
wy (k? — 1) sink% 
> (ke —1)sink® +k cos k¥- 


Die untere Grenze des zur Bedingung (39) gehérenden Belastungsbereiches ergibt sich aus — 
dem Verschwinden der Stiitzkraft P’. Dies ist der Fall fiir sink ¥ = 0 oder kw = 2. An der | 
oberen Grenze des Belastungsbereiches muf das Biegungsmoment an der Stiitzstelle verschwin- | 
den, was fir cosk¥ = 0 oder fiir k® = 3 eintritt. Die Bedingung fiir die obere Grenze des | 
Belastungsbereiches stimmt demnach mit (40) wherein. 

Die Bedingung (40) liefert als kleinsten Belastungswert k = 3. Damit wird sink Z = — 1 
und unter Beriicksichtigung von A,— A; = wy nach der zweiten und fiinften Gleichung ergibt 
sich aus (38) 


| 


—Wy > = — A, + Ag = 85 5 
0 = —A,k?+ A,, 
=m F=- A, +4,+%, (42) | 
0 = — A,k? + Aj, 


P! = p(4,+ 4). 


Das System (42) enthalt eine Unbekannte mehr als Gleichungen, so daB eine der Unbekannten | 
frei gewahlt werden darf. Gleichung (40) stellt somit eine Stabilitatsbedingung fiir den an | 
zwei gegeniiberliegenden Punkten gestiitzten Ring dar. Hieraus ist zu schlieBen, daB fiir k = 3 | 
die in Abb, lla dargestellte Ringform in die in Abb. 11b gezeigte Form iibergehen kann. Wird | 
namlich in (42) vy so gewahlt, daB die Gleichung 


Uy — mF = 0 (43) | 
erfillt ist, dann ergibt sich damit aus (42) 
A, = Ay 0% 
—wa% = —A,+ Aj, 
0=— AR tA, (44) | 
Pop Ay | 


womit die Ringhalfte 1 nach Abb. 12 am Aufenring anliegt. 

Neben den schon behandelten Ubergangsformen des Ringes ist noch die in Abb. 13 dar- 
gestellte Gleichgewichtsform fiir den Ubergang eines Ringes von der an zwei gegeniiberliegen- | 
den Punkten gestiitzten Form in die an vier in gleichem Abstand aufeinanderfolgenden Punk- | 


ten gestiitzte Form denkbar. Mit den Bezeichnungen der Abb. 13 lauten die Grenzbedingun- | 
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gen fiir die Enden der Bégen 1 und I’: 
v=+y fir p=+H; 
W = Wy firs 9 = G+ 
Te wee P= 2 Po 
v=ty fir op = +9, 
10) cas We fir g =+q%, 
wa Cie aftr! ol = ck os. 
Mit diesen Bedingungen ergibt sich aus (8) unter Beachtung von 
i= 5 a 0 fur, Bogen 1) 
Ave ACSA = 0+ fur’ Bogen: 1’ 


Vik’ 
70 


60 


sink gf sinkg,-cosyy-h- cos k gy singy=0) 


50 


B 


40 


30 


20 % 
“90 80 70 60 50 40 30 20° of 
Abb. 13. Ring beim Ubergang von der an zwei gegen- 0 0 20 30 W Fi =H 7° 
tiberliegenden Punkten gestiitzten Form in die an vier f eee. 9 ¥ ; 
in gleichem Abstand aufeinanderfolgenden Punkten Abb, 14. k = k’in Abhingigkeit von den Winkeln g, und 9 entsprechend 
gestiitzte Form. den Bedingungen (46) und (47). 
und vj = — vp, sowie wegen der Gleichheit der Schnittkrafte an den Stiitzstellen, das folgende 
Gleichungssystem: 
. : Lee eels yos / , \ 
Vy) = A, sink gy + A, sin GY + Asq% » —v = A,sink’y) + Asin g) + 45%,» 
Wy) = A,k cos kg + Aq cos Y + A;, wy = Agk’ cos k'gyy + Aq cos vy + A;, 
0 =A, k? sinkg + Ay sing, 0 = Ak? sink’g, + A, sing,» 
(45) 


I 


7 (A, kh? cos kg + Ay cos gy) = a (A% k’3 cos k’ gy + Ay cos Po) » 


P (t% + Ag C08 %) = p' (tT) + Aj cos Yo) > 
P = pA,sing, + p’ A,sing,. } 
Ist der Ausgangszustand der in Abb. 13 dargestellten Ringform durch yj = 0 gekennzeichnet, 


so 148t sie sich dann mit den kleinsten duBeren Driicken p und p’ aufrechterhalten, wenn die 


Querkrafte an den Enden des Bogens 1’ Qor=o" = Qy/=—9' = 0 sind. Hieraus folgt wegen 


Qor=97 = p’ Aj sin y und p’ + 0 fiir A, =0. Damit ergeben sich aus der sechsten Gleichung 
(45) die folgenden beiden Bedingungen, von denen mindestens eine erfiillt sein mu : 


A, =A, =0, (46) 
A, =0; sink’ g, =0. (47) 

Mit (46) ergibt sich aus der dritten und siebenten Gleichung (45) 
sin kg cos gy — kcoskqo sing) = 9. (48) 
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Auf eine Fortfihrung der Rechnung kann verzichtet werden, da sie gegeniiber den fritheren | 


Feststellungen keine neuen Erkenntnisse bringt. Es wird auch hier im Bereich der interessie- | 


renden Winkel g, und der praktisch vorkommenden Werte J/F'15 wieder p’ ~ p, so dab bei 
der Darstellung von k und k’ in Abb. 14 entsprechend den Bedingungen (47) und (48) nur eine 
der jeweils zwei nahezu zusammenfallenden Kurven gezeichnet worden ist. Danach wachst 
zunichst g mit k, wobei die Bégen 1’ des Ringes am AuSenring anliegen. Im Schnittpunkt A 
der beiden dargestellten Kurven schlagen die Bégen 1’ des Ringes durch und heben sich bei 
gleichzeitiger VergréBerung der Winkel yj vom AuSenring ab, bis Po = Y geworden ist, d. h. 
bis der Ring aus vier gleichen Bégen besteht (Punkt B in Abb. 14). 


5. Zusammenfassung. Behandelt wurde das Verhalten eines Kreisringtragers mit nach 


aufBen hin begrenzter Verformung bei ttberkritischem Auf endruck. Das Problem hat prak- | 


tische Bedeutung im Schachtausbau. 

Die Arbeit beschrankt sich auf die Darstellung der méglichen Gleichgewichtsformen des 
Innenringes. Es zeigte sich, daB es Grundformen gibt, bei denen der Innenring an mehreren, 
in gleichem Abstand aufeinanderfolgenden Punkten vom Aufenring gestiitzt wird. Diesen 


Formen konnten in Abhangigkeit von der Zahl der Stiitzstellen Belastungsbereiche k¥ <k <k? | 
zugeordnet werden. Die unteren Grenzen k" dieser Bereiche wurden aus dem Verschwinden der | 


Stiitzkrafte, die oberen Grenzen k° aus dem Verschwinden der Biegungsmomente an den 
Stiitzstellen ermittelt. 

_ Eine zweite Gruppe méglicher Gleichgewichtsformen des Innenringes ergibt sich beim 
Ubergang von einer Grundform in eine andere mit einer gréBeren Zahl von Stiitzstellen. Solche 
Formen wurden fir den Ubergang von dem zweipunktig gestiitzten in den dreipunktig und 
vierpunktig gestiitzten Ring gezeigt. Im ersten Stadium zeichnen sich die Ubergangsformen 
durch am AuBenring anliegende Ringteile aus, deren Offnungswinkel mit dem Belastungswert k 


wachst. Im zweiten Stadium tritt eine Durchschlagerscheinung auf, durch die der Ring in die | 


Grundform mit gréBerer Stiitzstellenzahl] tberfiihrt wird. Das Verhalten des verformungs- 
begrenzten Kreisringtragers zeigt daher Ahnlichkeit mit dem eines geraden Knickstabes, wenn 
dessen Durchbiegung nach beiden Seiten begrenzt ist. 


(Kingegangen am 9. Marz 1954.) 


Anschrift des Verfassers: Heinz Link in Fa. Fried. Krupp, Maschinen- und Stahlbau Rheinhausen. 


(22a) Rheinhausen. 
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Warmespannungen beim Anheizen von Kesseltrommeln. * 


Herrn Professor Dr. R.Grammel zum 65. Geburtstag. 
Von K. Zoller. 


1. Einleitung. Beheizte Kesseltrommeln werden im stationaéren Betriebszustand im 
wesentlichen durch den Innendruck beansprucht, wihrend Warmespannungen bei gecigneter 
Lagerung und Formgebung nur eine untergeordnete Rolle spielen. Anders beim Anheizen: 
Hier treten Warmespannungen auf, die sogar die Festigkeit des Kessels gefahrden kénnen 
wenn man die Anheizzeit zu kurz wahlt. Der Betrag dieser Spannungen hingt auch von dee 
Art und Weise des Anheizens, d.h. vom zeitlichen Temperaturverlauf ab. Die wichtigsten 
Erscheinungen hierbei rechnerisch zu erfassen und an einem Zahlenbeispiel zu evlaiutern, ist 
der Zweck der vorliegenden Untersuchung. 

In ihr wollen wir das Problem soweit vereinfachen, daf es noch mit ertraglichem Rechen- 
aufwand gelist werden kann und doch praktisch brauchbare Ergebnisse liefert. Ganz auBer 
Betracht mégen die Verhaltnisse im Kesselboden und in der Ubergangszone vom Kesselboden 
zum Kesselmantel sowie der Einflu8 der Lagerung bleiben. Demgemaf ersetzen wir die 
Kesseltrommel durch ein unendlich langes kreiszylindrisches Rohr mit konstanter Wand- 
starke X, dem Innenhalbmesser ry) und dem AufSenhalbmesser r,, das seitlich abgeschlossen und 
aufen adiabatisch isoliert ist. Es wird beim Anheizen durch ein Dampf—Wassergemisch von 
der Temperatur 0,(t) durchstrémt, dessen Druck p; mit dem Aufendruck p, ibereinstimmt, 
solange #; kleiner als die zum Auffiendruck gehérige Verdampfungstemperatur ist, sonst aber 


(Q=0) 


Abb, 2. Linearer Anstieg der 
Abb. 1, Kesseltrommel. Innentemperatur. 


gleich dem zur Temperatur #; gehérigen Dampfdruck ist. Die stationaren Werte von Oo; und p; 
seien #,, p,. Beginnt das Anheizen zur Zeit t = 0 sprungweise mit einer Temperatur 3;,=> 0, 
so erreicht die Kurve #;(t), ausgehend vom Punkt (0, #j9), entweder nach endlicher Anheiz- 
zeit t, oder auch asymptotisch den stationaren Wert #,. Wir werden hauptsachlich die Warme- 
-spannungen bei linearem Temperaturanstieg 

| 


) | Pio + Pes, mit 0,=%— diy (0<t<t) | ts 
| 9, (t, < t) | 


‘untersuchen und diirfen dabei die allgemeinen Formeln jeweils dadurch vereinfachen, da} wir 
die Kesseltrommel als diinnwandig ansehen und demgem4S die Lésung nach dem Parameter 


ee (2) 


By 


0; — O(t 


| entwickeln und hihere Potenzen von ¢ vernachlassigen; hat doch z. B. ein auf p, = 125 at 
tbeanspruchter Kessel von 8 m Lange und 2 m Durchmesser die Wandstarke 92 mm, so da 
jhier ¢ — 0,092 ist. 


| 2, Stationiire Beanspruchung der Rohrwand. Das nach aufien adiabatisch isolierte Rohr 
jhat stationar tiberal] dieselbe Temperatur #,. Da es in seiner thermischen Ausdehnung 
{nirgends behindert sein soll, treten keine Warmespannungen auf. Das Rohr wird lediglich 


* Die Anregung zu dieser Untersuchung verdankt der Verf. Herrn Professor U. Senger. 
A* 
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durch den Innendruck p; = p.(#;) und den Aufendruck p, beansprucht. Die bekannten 
Formeln fiir die Radial- und Tangentialspannungen 0,, 6g sowie — infolge der Druckbelastung 
Pi» Pa auch der seitlichen Abschlufkreisflachen des Rohres — fiir die Axialspannung o, ergeben 


1 5 i i 
Oo, = qoalrirs =P ae Ps — pa) , 

1 |r3 ps — ripe + BH (ps — Po) (3) 
9 = 2 1 Di a15 Pacts (PE IVa) 

1 2 2 
0, = re? (ro Pi — Ty Pa) « 

Die gréBte Spannung ist hierbei 
1 2 
Omax = Fg(T) = ae [(rg + ri) ps — 2 Ti pa). (4) 
1 


Wir fiihren noch anstelle der Radialkoordinate r in der Wand eine x-Koordinate gemaB 


f=, —T mit Cl 45 Xx (5) 


und ihren bezogenen Wert 


se mit O<&<1, (6) 


Dla 6 


also umgekehrt 


Abb. 3. Wandkoordinaten «x, &. La fi (1 ie é) (7) 
ein. Nach Potenzen von ¢ entwickelt, sind dann die zur Belastung p;, pa gehorigen Spannungen 
o, = — pié — pa(1 — £) + ((e)), 
ta Pe 1 s 
Oy = Pi Pe _ — (p; + pa) — (pi — Pa) (1 — €) + (8) 


é 


ee ae EA a) Bt) 


nd 1 
Omax = E é is 9 (Pi Pa) se ((e)) s) 


3. Das Temperaturfeld beim Anheizen. Die Warmespannungen beim Anheizen hangen vom 
Temperaturfeld ab; daher bestimmen wir zuerst dieses. Bei dinner Rohrwand darf man hierbei 
von der Wandkriimmung absehen, so daB folgendes Warmeiibertragungsproblem vorliegt: 
Fir Zeiten t > 0 das Temperaturfeld #(x, t) in einer ebenen Platte 
(Dicke X, spezifisches Gewicht y, Warmeleitzahl 4) zu ermitteln, 
die auf der einen Seite adiabatisch isoliert ist, auf der andern Seite 
bei einer Warmeiibergangszahl ~ an ein Medium von der Tempe- 
ratur 0,(t) angrenzt. Die Anfangstemperatur der Platte mége 
M(x,0) = 0 sein. Es bestehen also die Randbedingungen 


a0 | 
(a), =) au ; Oo 
hi a | 
@l _ = 7 (0d) — 00% 9). (10) 
Daes sich um ein lineares Problem handelt, genigt es, seine | 
Abb. 4. Ebene Platte. Lésung fiir den Sonderfall zu finden, daf die Innentemperatur #;(t) 


_der zur Zeit t = 0 einsetzende Einheitssprung ist. Aus dieser | 

Sonderlésung, der sog. Ubergangsfunktion f(«,t), gewinnt man die Lésung fiir beliebigen | 
Temperaturverlauf 0,(t) durch Uberlagern als ein Duhamelsches Integral, etwa in der Form? | 
° 

dd; | 

D(x, t) = Bip f(x, t) + [ fle =) ope dy. (11) | 


eat 


“1 -Vgl. K. Zoller, Ing.-Archiv, 15 (1944) S. 2. 
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Insbesondere bei dem linearen Temperaturverlauf (1) hat man einfacher 


Bio f(x, t) +o | fle) dyan(Orcct<, 1), | 


O(X,t) = Ae (12) 
| Big fs) + [fend |<o. | 


er 
Die Ubergangsfunktion f(x, 1) ist nun im wesentlichen schon bekannt: Betrachten wir 
umgekehrt das Temperaturfeld @(x,t) einer sich abkiihlenden Platte nach Abb. 4, die zu 
Beginn gegen ihre Umgebung die Ubertemperatur Eins hatte, so ist 
f(x, t) = 1 — @(«, t). (13) 
Von der Abkithlungsfunktion @(x, t) ist der zeitliche Verlauf auf den beiden Plattenober- 
flachen berechnet ?: 
Dn =O0,1), By, = O(X, 2). (14) 
Damit erhalt man allgemein fiir die bezogenen Werte der Temperaturen auf den Rohrober- 
flachen beim Anheizen 


t 


a0, v; i ; 
BG) = =F = Fe (L — @.(0) + | L— On — Ng BP ay 
Ie (15) 
o x 0; i 
= AE toga) + ftr—aye— mz 2Lay. | 
y=0 


Mit (10) hat man also auch die Steigung 


(C8) 09 


Fir Punkte im Innern der Platte ist dagegen die Reihenentwicklung der Abkihlungsfunktion 
@(x,t) nicht ausgewertet. Wie man aber zeichnerisch ermittelten Temperaturkurven (x, t) 
fiir t = konst. entnimmt, 1aBt sich der Verlauf von #(x, t) itber der Wandkoordinate x bei 
diinnen Rohrwanden ausreichend genau durch eine Parabel 


I(x, t) = 8, (b(t) + A(t) E20) (17) 


annahern, wenn diese mit der wahren Kurve @(x, t) in den Randwerten und Randsteigungen (9), 
| (10) fir « = 0 und x = X itbereinstimmt. Dies verlangt 


t 


0; ae 
Aye ¢€ — b — 4, (Pmt) < P,(t)) i / [@,.(t — y) @,(t — y)] z a dy (18) 
vy =0 
und 
pike Fie or) + { o(1— - ey 
aX b, GeXs 8 yee : 

. 4 - il ane, , t = (19) 
nt ae 
| ze (@,,(t) — ®,(t)) + jl [DO (e== vy) — a(t 9) ] 5 i a) ie 


y=0 
fir b += c. Der Fall 6 =c kann beim Anheizen, wo 9(x, t) jedenfalls eine monotone Funktion 
von x ist, nur fir t—0 und asymptotisch im stationaren Zustand eintreten. Hier ist beidemale 
A = 0, so da8 der unbestimmte Wert von s nicht gebraucht wird. 


1 Vgl. H. Gréber u. S. Erk, Die Grundgesetze der Warmeiibertragung, 5. 48, Berlin 1933; G. Péschl, 
Z. angew. Math, Mech, 12 (1932) S.285f. — Im folgenden sind die Diagramme von H. Bachmann, 
Tafeln iiber Abkiihlungsvorginge einfacher Kérper, Berlin 1938, beniitzt. Die Bezeichnungen 2, 
sind denen bei H. Gréber angeglichen. 
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Beim linearen Temperaturverlauf #; (1) hat man 


t 


: 0 
49 (bali) — Py() + 5%. [(Paly) — Bal) dy OSE <H), 
A(t) = ah / (20) 

\., o 

F2(@n() — 0) + 5k f (aly) — BOI) ay (HS 

, Uh ¥ 

und 
eS ®,(t) 4 i f @,(y) dy 
eo : ~-* (0<t<m), 
A t 
Pio 


s(t) = (21) 


3 Ml) tae J Solr) dy 
aX s s tt (t, a t) 7 
ii t 
8; d, 
Fo (@nlt) — Pd) + 5% J (Pnly)— aly) ay 
ASS 


Damit ist das Temperaturfeld bestimmt und wir wenden uns nun unserer Hauptaufgabe, der 
Ermittlung der Warmespannungen zu. 


4, Die Warmespannungen. Da wir uns mit den besonderen Randeinfliissen nicht befassen, 
versuchen wir, nach Méglichkeit mit einem Spannungs-Verschiebungsfeld auszukommen, bei 
dem sich der Verschiebungsvektor u aus einem Potential +, dem sog. thermischen Verschie- 
bungspotential Y gemafB 


u=VY (22) 


herleitet. Die Massentragheit der Teilchen bei ihrer Verschiebung darf man unbedenklich 
vernachlassigen. Alsdann geniigt das Verschiebungspotential der Differentialgleichung 


AP =2O(r, 1) CO) omit SE (23) 


‘ m — I 
und der Tensor der Warmespannungen ist 
G6, =26(V: V 3A). (24) 
In diesen Gleichungen ist V - V das dyadische Produkt des Nablaoperators mit sich selber, 
A = V? der Laplacesche Differentialoperator, der Einheitstensor, G der Schubmodul, m die 


Querdehnungszahl und f der lineare Ausdehnungskoeffizient. Die Funktion C(t) ist noch den 
Randbedingungen anzupassen. 


In Zylinderkoordinaten r, y, z ausgedriickt, hingt YW aus Symmetriegriinden nicht vom 
Azimut ¢ ab, so daB sich die Operatoren zu 


jot.) eee es 
und 
(ee A 9 ii | 
POV SA | i (26) 
; : 
os 0 a = 


1 Vel. E. Melan u. H, Parkus, Warmespannungen, S. 7f., Wien 1953. 
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vereinfachen. Daraus folgt mit (23), da® die mittlere Zugspannung ce = Oge + Oxy) 


jedenfalls nicht von der z-Koordinate abhingt. Wir kommen nun zu einer einfachen Naherungs- 
lésung, wenn wir dies auch von der Tangentialspannung Ow annehmen; denn dann ist 


ee. 
und man kann mit noch beliebigen Funktionen g(r, t) und h(z, t) 
W = gir, t) + h(z, t) (28) 


setzen. Zugleich verschwinden alle Schubspannungen und die Koordinatenrichtungen sind 
Hauptspannungsrichtungen. 
Mit (28) wird aus (23) 


i @ og 2 
=r 8 4 TF =x r,t) + CO). 


Diese Gleichung 148t sich mit Hilfe einer noch unbekannten Funktion D(t) in die zwei 
Gleichungen 


meee 2. es 
a eee | (29) 
zerlegen und die Warmespannungen driicken sich gemaB 
oop ae | 
Ce | (30) 
se = — xd —D J 


aus. Sie sind samtlich von z unabhangig, aber man bemerkt, da man mit (30) nicht eigentlich 
die Warmespannungen in einem von Randeinfliissen freien Rohr gewonnen hat, denn sonst 
mute o,, fiir die Randquerschnitte identisch in r verschwinden. Wir kommen den gewiinschten 
Verhaltnissen aber naher, wenn wir die Funk- 
tion D(t) so wahlen, daB die Randbedingung 
Oz» = 0 wenigstens im Mittel tiber den Quer- 
schnitt erfillt ist. Man kénnte hernach die 
Randquerschnitte z = konst. des Rohres voll- 
ends frei machen, indem man dem gefundenen 
Spannungsfeld ein weiteres, rein elastostatisches 
iberlagert, bei dem diese Querschnitte durch 
entsprechende Biegemomente und Schubkrafte 
belastet sind — eine Aufgabe, die in der 
Schalentheorie behandelt ist 1. Diese zusatz- 
lichen Spannungen klingen aber mit wachsender 
Entfernung vom Rand sehr rasch ab. AuBer- 
dem sind wegen der Kesselbiden am Rande in 7% ry 
Wirklichkeit noch weitere Stérungen vor- i aT Vicar Nae parse peta Rc 
im oO rquersc . 

handen, die wir im voraus vernachlassigt haben. 
Daher wollen wir auf eine solche Korrektur der Spannungen (30) verzichten und kénnen dies 
um so eher, als wir nach dem Gesagten erwarten diirfen ?, da unsere Ergebnisse praktisch 
brauchbare Zahlenwerte fiir Querschnitte des Kesselmantels liefern, die nicht zu nahe an den 
Kesselbéden liegen. 

Die Spannung o;,, verschwindet nun im Mittel iber einen Querschnitt, wenn wir 


D = —x O(t) (31) 


1 Vgl. etwa C. B. Biezeno u. R. Grammel, Technische Dynamik, 1. (p%el, toh, Dilan, OH ANGaME 1exemd bn, 


Gottingen, Heidelberg 1953. 
2 S.a. A. u. L. Féppl, Drang und Zwang, 2. Bd. S. 279, 4, Aufl. Miinchen und Berlin 1944. 
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setzen, WO 


2 i A sA 
A) = zy { Or ar = 4b } foun oF (GaGa) | (e) (32) 


das Temperaturmittel iiber einen Rohrquerschnitt ist. Wir bendtigen im folgenden auch noch 
das Temperaturmittel tiber einen Teilquerschnitt r...r, 


2 / Ag oA eT! 2 | 33 
0) = ge a| ora 9.6 + AX ‘sea DGD Tey (33) 
Bei monotonem Temperaturverlauf @ (17) ist stets 
Ora Os (34) 
Einmalige Integration der ersten Gleichung (29) gibt mit einer weiteren Funktion B(¢) 
OB | Barely ote 
aoe let (0 6). (35) 
Somit wird nach der ersten Gleichung (30) die Radialspannung allgemein 
B 2_ 72 
ep 4 (0 — @,) +o) —¢. (36) 


Die Funktionen B(t) und C(t) bestimmt man vollends aus den Randbedingungen o,,,(r9) 
== Oy(T)) = 0 oder explizit 


= Olen 
0 
B 
—x Gj 2 6) —C= 
und erhalt 
Baz=05 C=—x@. (37) 
Damit kommen die Warmespannungen 
12 — 7? 
Ory = xG - D (0 0) = 0; 
PA 
Op» =2x6(4—" O06) +(0 —8)|S0, Ba 


Ory =2uG(O — 8) S0. 


Danach ist die Radialspannung o,, tiber den ganzen Querschnitt eine Druckspannung. 
Sie erweist sich als von der Gré®enordnung ¢ und braucht gegeniiber Opw und oO,» nicht weiter 
beachtet zu werden. Die beiden andern Spannungen sind wegen (17) und (32) auf der Rohr- 
innenseite ebenfalls negativ und zwar ist 


Tyulto) = Ouult) =2%6 (0 — Aro!) =— 246K SAL toe ew +(e]. 69) 


Von diesem Wert aus wachsen sie mit r standig an und erreichen auf der RohrauGenflache ihren 
positiven GréBtwert 


s+ 1 


Zu diesen Spannungen treten noch die vom Innendruck p,(0;) herrithrenden Spannungen (3) 
oder (8). Mafgebend fir die Beanspruchung ist also einerseits als gréBte Druckspannung die 
resultierende Spannung o,({ry), das ist bei dinner Rohrwand (¢ <1) naherungsweise der 
Spannungswert 


Out) = Oru() = 2x6 (O—H(y,1)) = 2x68, L aa ae ae (e) . (40) 


sA 
s+1’ 


= Piss Vane aoe ue 
Ue 4 (3 Pi + Pa) — 2x69, 


(41) 
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wahrend die gréf%ten Zugspannungen den Wert og = Oow (Ty) + Omax (4) oder niherungsweise 


aie Rie Pas.” A 

o x (Pi + Pa) + 2x69, coh) (42) 
nicht tbertreffen. Beziiglich o wirkt der Innendruck pi entlastend, hinsichtlich o dagegen 
spannungsvergréBernd. 


) 5. Maximale Heizbelastung, Wir wollen nun die erhaltenen allgemeinen Ergebnisse in 
einigen Sonderfallen naher diskutieren. Die gréBten Warmespannungen treten auf, wenn das 
kalte Rohr unvermittelt durch ein Dampf—Wassergemisch von der stationadren Temperatur ?, 
beheizt wird. Hier ist nach (20,2) und (21,2) wegen 0;, = 0, 7, = 7, und t, > 0 

A(t) = @,,(t) — G,(t) , 
eo (>) (43) 
: A ®,,(t) — P(t) * 
Berechnet man hieraus die fiir die Spannungsgrenzwerte o und ¢ mabgebenden Grifen A/(s +1) 


und sA/(s + 1), so findet man in Abhangigkeit vom Parameter ~ X/A die Werte von Tabelle 1 
fir ihren zeitlichen Héchstwert. 


Tabelle 1. Angendherte Héchstwerte von 
A/(s + 1) und sA/(s + 1). 


ax A s A 
a = - 103 - - 103 
A | é at dee ( Eis We 


Fur ein Zahlenbeispiel betrachten wir Kesseltrommeln mit ¢ = 0,1, G = 8,1: 10° kg/cm?, 
m = 10/3 und 6 = 1,1-10-> grd“, dazu ein Dampf—Wassergemisch mit p, = 125 at und 
#, = 326,2° C. Hierfiir nehmen die Grenzspannungen o, o die Werte nach Tabelle 2 an. 


Tabelle 2. Gréfte Zug- und Druckspannungen bei sofortiger Heizvollbelastung. 


ax = 2 

ae o[kg/em?] Orke/em2] (*) at* t*isek] 
1497 0,04 0,05 
1933 0,1 0,125 
2408 (D553 0,375 
2873 0,5 0,625 
3639 2 Dyes) 
4233 4 5 
4925 Wp) 9,38 
44.93 20 25 

stationdre Werte + 526 Lb aeH 


Der Tabelle 2 sind noch zwei weitere Spalten beigefiigt, die die Zeit t* enthalten, zu der der 
gréBere der beiden Spannungswerte |o| und @ auftritt. Mit der Temperaturleitzahl a ist hier 
(x/A)? at* der bezogene Zeitwert. Die absoluten Zeiten t* in der letzten Spalte sind daraus 
berechnet fiir Werte « = 10 000 kcal/m*h grd, 1 = 40 kcal/mhgrd, a = 0,046 m?/h, also 
(x/A)2. a = 0,80 sek. Hat der Kessel noch eine Wandstarke von X = 100 mm, so kommt ihm 
ein Parameterwert a X/A = 25 zu. Fiir ausgefiihrte Kesseltrommeln kommen also hauptsach- 
lich Parameterwerte « X/A zwischen 20 und 50 in Betracht. Nach Tabelle 2 wiirden hier bei 
sprunghaft einsetzender voller Heizbelastung vor allem auf der Innenseite des Rohrmantels 
ganz unzulassig groBe Warmedruckspannungen auftreten, bei denen zudem das der Rechnung 
zugrunde gelegte Hookesche Gesetz nicht mehr gilt. 

Fragen wir daher umgekehrt, wie hoch bei sofortiger Vollbelastung die Gemischtemperatur ?; 
hoéchstens sein darf, damit in einem Kesselmante] mit « X// = 20 der stationére Spannungs- 
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héchstwert 1177 kg/cm? von Tabelle 2 nicht itberschritten werde, so findet man hierfiir aus (41) 
und (42) #; = 53,3° C oder, verglichen mit dem gewiinschten stationdren Wert 0, = 326,2° C, 
9,/0, = 0,163. Daraus folgt, da® man bei allmahlichem Anheizen nach Gleichung (1) die 
Anfangstemperatur #;, nicht wesentlich gréfer als 0,163 9, wahlen darf, so daB sich die Anheiz- 
zeit t, durch die Wahl von #;, + 0 voraussichtlich nicht wesentlich verkiirzen lassen wird. 


6. Allmibliches Anheizen. Wir gehen nun dazu tiber, die Warmespannungen beim Anheizen 
nach Gleichung (1) an einem Beispiel zu verfolgen und zwar mit denselben Daten wie oben und 
dem Parameterwert « X/A = 20. Als erstes braucht man die fiir die weitere Rechnung grund- 
legenden Funktionen! ®), @,, — ®) und deren Integrale; sie sind in Abb. 6 itber der dimensions- 
losen Zeitveranderlichen 
t= (7) at (44) 

A 
aufgezeichnet. Unter Beriicksichtigung des am SchluB von Ziff. 5 iber die Anfangstemperatur 
Bio Gesagten werten wir das Temperaturgesetz (1) in den drei Fallen 0;,/9, = 0, 0,1 und 0,2 


z { 
I, b,-%, NO Gat 
4 
Of G,ar 173 
0 
15 | | s | 
01-/ 9, at 
0 
| 
eA ee eee 
40 Aen eae 200 
a 
Le | 
a J (Gn-%,) ae 
G79, eZ 
O5}- y +700 
9G, af pe 
\| wie 
Lee 
ea | 
| se (OE 
eae ae as sie i iG G Jat 
110 10" 10" 0 i hes 


Abb, 6, Die Temperaturfunktionen ®,, Ds und ihre Integrale. 


aus und haben dazu noch die Anheizzeit 1; hinreichend lang zu wahlen, damit die Warmespan- 
nungen sich in ertraglichen Grenzen halten. Einen Hinweis zur Festlegung von tT, erhalten wir 
am ehesten, wenn wir die Formeln (20) und (21) fiir den einfachsten Fall 3;, = 0 


T 


I 
| a | (Pala) — Gul) dy (O<0< nH), | 
A(t) =) : a (45) 
iP 
| ee | (n(n) — B(n)) an (tr< 7), 
Veare 
(Pio = 0) 
ex £ Pal) ai 
jf T (0 <0 <G22); 
J (®,,(n) = ®,(1)) di) 
s(t) = t (46) 
; vf PD, (1) dy 
aX T—T 
Rote ie (Ue) 
y) (®,,,(7) cas ®,(1)) dy 
AG I 


1 §. Fu&n. von S, 53. 
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heranziehen. Danach nimmt die fiir die Warmespannungen wichtige Funktion A(t) jedenfalls 
monoton zu im Intervall 0... 7). Sie erreicht sogar fiir t, ihren GréBtwert, wenn wir 7; so 


groB nehmen, daB @,,(t,) — ®o(t,) ~ 0 wird. Nach Abb. 6 tritt dies fiir 
Teesee te (47) 


ein; fiir (a//A)? a = 0,80 sek! entspricht diesem Wert eine Anheizzeit von 1,04 Stunden. 

Der zeitliche Verlauf der Grenzspannungen bei der Anheizzeit 7, (47) ist in Abb. 7 dar- 
gestellt. Man bemerkt, daB das Anheizen in zwei Phasen gri®ter Beanspruchung zerfallt. In 
der ersten Phase handelt 
es sich um reine W arme- 
spannungen, wahrend 
der Innendruck noch 
nicht in Erscheinung 
tritt. Hier wird der 
Kesselmantel am stark- 
sten auf seiner Innen- 
seite auf Druck bean- 
sprucht und zwar am 
ungiinstigsten fir #;, 
= 0,2 3,. In der zweiten 
Phase klingen diese 
Warmespannungen ab, 
erzeugen aber zusam- 
men mit dem nun rasch 
ansteigenden Innen- 
druck einen zweiten 
Spannungshéchstwert, 
der fir den Wert (47) 
der Anheizzeit gerade 
zur Zeit T,, fiir kiirzere 


-(4)'at 


Anheizzeiten aber erst Abb. 7, Wirmespannungen beim Anheizen mit linearem Temperaturanstieg. 
spater erreicht wird. 


Dieser Héchstwert ist in allen drei Heizfallen praktisch derselbe und bedeutet eine unerwiinschte 
Zugbeanspruchung auf der AuBenseite des Kesselmantels. 

Man iberlegt leicht, daB sich dieser zweite Héchstwert durch Abanderung des Temperatur- 
gesetzes beim Anheizen vermeiden ]aBt. Man braucht nur dafiir zu sorgen, dafi in der zweiten 
Phase, in der der Innendruck sich bemerkbar macht, die Anderungsgeschwindigkeit dd,/dt der 
Innentemperatur abnimmt, so daf sich hier die eigentlichen Warmespannungen schneller 
abbauen. Dafiir muB die Innentemperatur in der ersten Phase iiberlinear ansteigen. Diese 
Bedingungen erfillt z. B. ein exponentielles Temperaturgesetz 


6; = 0, (1 — e-). (48) 


Hier bestimmt man q@ etwa aus der Bedingung 7#,(t;) = 0,999 3, zum Werte w = 2,3- 107°. 
Ausgehend von den Gleichungen (18) und (19), die fiir das Gesetz (48) 


A(z) =o aaa (®,,(7) ns ,(n)) eo dy , | 


i 7 oe? " if 4, 
ex f Pole" dry (49) 


CN) — ,(n)) 0° dy 


lauten, erhalt man Spannungsgrenzwerte o, o nach Abb. 8. Wie gewiinscht, gibt es jetzt nur 
noch einen extremen Spannungswert und zwar eine Druckspannung auf der Innenseite des 
Rohrmantels. 


7. Ergiinzende Bemerkungen zum Lésungsverfahren. Das zur Berechnung der Warme- 
spannungen nétige Temperaturfeld in der Rohrwand wird bei vorstehendem Verfahren mit 
Hilfe der Ubergangsfunktion ermittelt. Diese selber wird auf die im wesentlichen schon 
bekannte Grébersche Abkiihlungsfunktion zuriickgefihrt. Das letzte ist nicht mehr mdglich, 
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wenn zu einem Kesselmantel der Parameterwert « X/A > 50 ist, oder wenn man den EinfluS 
der Wandkriimmung auf das Temperaturfeld beriicksichtigen will, oder wenn die Rand- 
bedingungen fiir die Warmeibertragung von allgemeinerer Art sind, also z. B. wenn man die 
Wiirmeverluste auf der Au®enseite des Kessels nicht vernachlassigen darf. In solchen Fallen 
muS man die Ubergangsfunktion neu berechnen, was verhaltnismaBig mihelos und wohl - 
geniigend genau mit dem zeichnerischen Verfahren von E. Schmidt! gelingt. Man bildet dann 
die Mittelwerte (32) und (33) unter Verzicht auf die Naherungsparabel (17) zweckmafig zu- 
nichst aus der Ubergangsfunktion und bestimmt erst daraus durch Vertauschung der Inte- 
grationen in (11) und (32) oder (33) die mittleren Temperaturen © und 0,. Solange die Rand- 
bedingungen derart sind, da die Wandtemperatur fiir t = konst. monoton verlauft, bleiben 
fiir die Beanspruchung der Wand allein die Grenzspannungen o und 6 mabgebend, nur sind 


die Formeln (41), (42) 


40,0 fiir sie nicht mehr an- 
de wendbar, sondern man 
a erhalt jetzt o und o aus 


den allgemeineren For- 
meln (39) und (40), die 
durch die Innendruck- 
spannungen zuerganzen 
sind. Im tbrigen wird 
man zur Lésung immer | 
dann die Ubergangs- 
funktion heranziehen, | 
wenn man_ verschie- | 
dene Temperaturgesetze | 
systematisch prifen | 

} 


500}-- 


will. Handelt es sich 
aber nur darum, die | 
Warmespannungen in 
einem einzigen, genau 
festgelegten Sonderfall | 
zu ermitteln, dann be- 
stimmt man das Tempe: || 
raturfeld besser unmit- || 
telbar, etwa wieder mit || 
dem Schmidtschen Ver- | 
fahren. 

8. Zusammenfassung. Eine Kesseltrommel, dis stationar durch ein Dampf-Wassergemisch | 
von hohem Druck und hoher Temperatur im wesentlichen durch den Innendruck beansprucht | 
wird, darf in kaltem Zustand nicht sofort mit diesem Gemisch beschickt werden, da sie sonst 
durch Warmespannungen zerstért werden kann. Man muf daher die Belastung der Trommel 
allmahlich wahrend einer hinreichend groBen Anheizzeit steigern. Sehr lange Anheizzeiten | 
setzen zwar die Warmespannungen beliebig stark herab, sind aber unwirtschaftlich. Die Kiirze | 
der Anheizzeit hangt von der GréBe der zugelassenen Spannungshichstwerte ab. Bei der Ver- | 
wickeltheit der Gleichungen lassen sich hierfiir keine expliziten Formeln angeben, doch kénnen | 
die Warmespannungen in jedem einzelnen Falle durch verhaltnismaBig einfache Rechnungen, 
die tber Quadraturen nicht hinausgehen, ermittelt werden, sofern man fiirs erste von den. 
besonderen Randeinfliissen an den Kesselbéden absieht. Es ist fiir die Beanspruchung des 
Kesselmantels giinstiger, beim Anheizen die Innentemperatur nicht etwa linear, sondern 
exponentiell abklingend auf ihren stationéren Wert ansteigen zu lassen. Vermutlich lieBen sich 
die Anheizzeiten noch weiter verkiirzen, wenn man das Anheizverfahren selbst abindern kénnte, , 
derart, daB hierbei die Warme auch iiber die AuBenoberflache des Kessels, etwa auf elektrischem | 
Wege, zugefiihrt wirde. 


Abb. 8. Warmespannungen beim Anheizen mit exponentiell abklingendem Temperaturansticg. 


(Eingegangen am 12, Marz 1954.) | 

Anschrift des Verfassers: Dr. Konrad Zoller, Stuttgart-Sillenbuch, Kirchheimer Str, 21. | 
| 

| 


1 Vel. EH. Schmidt, Kinfiithrung in die technische Thermodynamik, S, 344ff,, 4. Auf]. Berlin, Gottingen 
Heidelberg 1950. 
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Uber eine Anwendung der Hillschen Minimalbedingung 
in der Plastizititstheorie*. 


Von H. Jung. 


1. Einleitung. Entsprechend den Minimalbedingungen in der Elastizitatstheorie hat 
R. Hill* Minimalbedingungen fir den elastisch plastischen Kérper aufgestellt. Eine Anwen- 
dung dieser Minimalbedingungen zur Gewinnung von Lésungen wurde, soweit mir bekannt ist, 
noch nicht gegeben. 

Im folgenden soll am Beispiel des dickwandigen Rohres gezeigt werden, wie mit Hilfe 
dieser Minimalbedingungen eine Naherungslésung gewonnen werden kann. Eine ausfihrliche 
Darstellung mit Literaturangabe iiber den derzeitigen Stand der Untersuchungen fiir dieses 
technisch so auBerordentlich wichtige Problem findet man in dem Buch von R. Hill 2. 

In Ziff.2 werden die Grundgleichungen zusammengestellt und eine bisher noch nicht 
bekannte Differentialgleichung fiir die Radialspannung gegeben, wobei fiir die Verfestigung 
des Materials das Gesetz von Ros-Eichinger * angenommen wurde. Die Anwendung der Minimal- 
bedingungen zur Verbesserung der in Ziff.2 gewonnenen Naherungslésungen wird dann in 
Ziff.3 gezeigt. Ziff.4 gibt cine Zusammenfassung und einen kurzen Bericht tiber die Uberein- 
stimmung der gewonnenen Liésungen mit Versuchsergebnissen. 

Die Annahme, daB im vorliegenden Belastungsfall die Materialverfestigung durch das 
Gesetz von Rés-Kichinger gegeben werden kann, ist berechtigt, da bei der Belastung Spannungs- 
tensor und Dehnungstensor koaxial bleiben. 


2. Aufstellung der Grundgleichungen. Ein beiderseitig geschlossenes Rohr wird durch 
einen Innendruck p; beansprucht. Bezeichnet man mit 2 r, den AuBendurchmesser und 2 r; 
den Innendurchmesser des Rohres, so ist der Innendruck, bei dem das gesamte Rohr gerade 
noch elastisch bleibt, 


po = 7E-(1 — 2). (1 


Gleichung (1) ergibt sich aus den bekannten Beziehungen der Elastizitatstheorie, wenn man 
fordert, daB fiir r = r; die v. Misessche Plastizitatsbedingung 


(6, = 0)* + (Gy — 42)? + (0, — 0,)* = 72 op (2) 
gerade erfillt ist und im Rohr keine Schubspannungen auftreten. Die Radialspannung o,, die 
Tangentialspannung o, und die Axialspannung o, sind damit Hauptspannungen. 

Uberschreitet der foendenck den durch (1 ) gegebenen Wert, so wird das Rohr bleibend 
deformiert, wobei sich eine plastische Zone von innen nach auBen ausbreitet. Bezeichnet man 
mit 9 den Halbmesser des Zylinders, der den plastischen vom elastischen Bereich trennt, so 
gilt fir den elastischen Bereich 9 <r < rq 


2 r2 3 
a= —C(—1), og = (5 +1), Oi thru} 228 
T ig (3) 
2 
w= venir + Cll 29) +4. 


aoreter GO) ic 
In (3) ist »y = a die Querdehnungszahl, E der Elastizitatsmodul, ¢, 1%) = 5, die konstante 
mn ; 


Axialdehnung im elastischen Bereich, u die Radialverschiebung und C eine Konstante, die 


sich aus der Plastizitatsbedingung Ge bestimmen 1aBbt. 
Fir den plastischen Bereich r; < r < @ gilt nach Prandtl-Reuf * das Gleichungssystem, das 
die Spannungszuwachse mit den Pea hen verknipft, wenn der Innendruck um 


* Meinem Lehrer Herrn Prof. Dr. Dr, R. Grammel zum 65, Geburtstag gewidmet. 

1 R. Hill, The mathematical Theory of Plasticity, 5S. 60—69. Oxford 1950. 

2 R. Hill, a. a. O. (FuBnote 1) S. 106 f. 

3 M. Ros und A. Eichinger, Metalle, Diskussionsbericht No. 34 der Eidgenéss, Materialprif. Anst. 
Ziirich 1929. 

4 A, Reuss, Z. angw. Math. Mech. 10 (1930) 266. 
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dp; anwachst: 


i 
de, = Fd [o, —» (6 +.92)] + (6 — %) a, 
deg =H4 [0 v (5, +.0,)] + (Fp — 9%) a 
de, =4 [o, —» (6 +0,)] + (os — 0%) dA, 


wobei 


der hydrostatische Spannungszustand und dj eine vom Material, der Beanspruchungsart und 
der Vorgeschichte abhangige Funktion ist. 
Fihrt man die Abkiirzungen 


c= Vc, ad Te) = (o, a Wile a (6, —- Gy ? | (5) 
=> V(er mas Ey)? 35 (Ep a Ex)” ae (€, — Er)? | 
ein, so gilt nach Ros-Kichinger' fiir 6 > J 20, 
¢=f(é). (6) 
Entwickelt man die im Verfestigungsgesetz (6) auftretende Funktion f(€) in eine Potenzreihe 
nach €, so geht (6) bei Annahme einer linearen Verfestigung iiber in 
6=J2y+4€. (7) 
Wie aus Abb. 1 hervorgeht, ist t <o, fiir « > 0, und fir 
% = 0 wird t =o,. 
Steigert man den Innendruck um dp;, so wandert die 


Plastizitatsgrenze 9 um dg nach auBen. Man definiert nun 
eine Deformationsgeschwindigkeit durch den Ansatz 


| 


du 
_ du 00 
ies do i Ou (8) 
tee ee 
or 
Mit (8) ist 
Abb. 1. Verfestfunktion. d cat 0 0 
Toueioe + Ue (9) 
Beschrankt man sich auf kleine Verschiebungen, so ist S <1 und damit 
Ou 
n= Fo <I. (10) 
Unter Verwendung von (10) wird 
de, Ov Gu deg lp le de, _— [Oe de,\ ss Ow 
dg or drdo’ doe Sree hon. rie Cas a are ey 


Addiert man die drei Gleichungen (4), so wird mit (11) 
Pu 1 du Ow i 2nd 


rad ti ride tudncer wa emurdp Commer a 
Macht man nun fiir o, den Ansatz 
1 
= 5 (6, f Gai) t P(r, 0) o) (13) 


so geht mit (13) die dritte Gleichung (4) tber in 


de, Il—2» d 1 a®@ 2 OA 
dos 2 do oe es apn ae as (14) 


1 Siehe FuBnote 3 von Seite 61. 
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Ebenso erhalt man mit (13) aus (12) 


Ou 1 Ou fw 31—2yd 1—2v a@D 
Papel cu suicroos 2 eee dp Or er) hy op e») 


Vernachlassigt man, um eine erste Naherungslisung zu erhalten, in (14) und (15) die 
Glieder mit ®(r, 0) , so erhalt man aus (14) und (15) die Radialverschiebung 


ura | lor boyd rar +2. (16) 


Mit (16) wird 


= — “Be” [ [or + og] rar “4 | = (G + Gy) , | 
fo =e | Ue top) dr + 4. | ay 
Aus (14) und (17) ergibt sich, da8 im Rahmen dieser Naherung 
—— = (c, + &) (18) 


ist. Geht man mit (13) und (18) in (5) ein, dann wird 


ee 2 (o> —«,), Ve Cane (19) 


Gleichung (7) nimmt mit (19) die Form an 


2 
(o, —9o,) = 3° ON egi= ey) (20) 
Setzt man (17) in (20) ein, so kommt 
2 Ih iy 2¢ 1 egy ; 
Pp Oe Se Fo 32 Ef | @ + Oy) r dr a i (c, +5 o,)| - (21) 
Aus den Gleichgewichtsbedingungen 
OG, Cpa Og | do, 
Be pers Pie a (22) 
folgt 
0c, 
a ee (22a) 


Geht man mit (22a) in (21) ein, so erhalt man die Differentialgleichung fiir o, 


d [_, do, 4 t E = ‘ 
mal =) jg E+a(l—2») Ue ie) 


Mit der Abkiirzung 


erhalt man aus (23) 


€. Cs ¢ 
Or = x lnr+ 5 5—-&, Op = % (1 | In r) 14 C3 (24) 


Die in (24) auftretenden Konstanten Jassen sich aus den Randbedingungen 
(25) 


r=0, 0; Pl = 0, El» OpPl = OgEl 


bestimmen. Unter Verwendung von (19) geht die Plastizitatsbedingung (2) tiber in 


2 
Op — Or ==%- (26) 
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Geht man mit (3) in (26) ein, so laBt sich die Konstante C bestimmen. Die Spannungen im 
elastischen Bereich sind damit 


a Op Q? (TE 
a y3 “irs 1). 
Gp 0° (Tra : 
= ale tl). (27) 


Erfillt man die Randbedingungen (25), so wird fiir den plastischen Bereich 


= ety Oras Sere eee 
o=—m me — m7 (late m() = 
@ % e?\ | ope a 
Gy == zo In - 7 (1 ) 73 72 (1 +4); ; (28) 
Pe eg eee 
oO, = — x In 2 aes 72 + P(r, e) 


Setzt man in (28) « = 0, so gehen die Ausdriicke fiir o, undo, in die bekannten Gleichungen 
fiir das dickwandige Rohr ohne Verfestigung iiber. Bildet man mit (28) die do;(t =r,@,2), 
so befriedigen auch diese Spannungszuwichse die Gleichgewichtshedingungen. AuBerdem wird 
die ,, Spannungsrandbedingung* 

do, pi = do, x1 (29) 


auf dem Rand r = ¢ erfillt. Das Gleichungssystem (28) ist damit ein zulassiges System zur 
Erfillung der Hillschen Minimalbedingung 1 


[Zee 
i) (do, + dé, + do, * dé, + do,: dé,)rdr = Min. (30) 
Die Minimalbedingung (3) soll zur Bestimmung der Funktion ® herangezogen werden. 
Hierbei ist zu beachten, da die in (30) auftretenden Dehnungszuwiachse dé; (i =r,¢, 2) 
nicht aus einem Verschiebungssystem u, w ermittelt werden, sondern durch die Spannungen 


tiber die Gleichungen (4) bestimmt sind. 


3. Anwendung der Minimalbedingung. Aus (28) erhalt man 
do, xo 1 Q° Op 2@ iI Ts 
0 Q ") 3% ( e) 
Oop Om Sp 20 Peta 
do, 2G teats | o®@ 
do OLS tamep ces 
Mit (20) wird die in (4) auftretende Funktion d/ 
, H—a(l1 +9) dog—do, 24, % 
oe (32) 
a) 
ati py 2 PS OL a _ 26p : 
wobei x, aE > ty = iB x, — 1 ist. 
Man setzt (28), (31) und (32) in (4) ein und erhalt 
de, ov +1 Op 20/, _ % %o (1 0” v Op 2@e 
00 E /3 r2 r2 0 ( 7? yt] ( ro 


1 Siehe FuBnote 2 von Seite 61. 
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dep v+1 ip AO vy fop2e 
ee [sal te) 30 +e) aie 


8453) F 2 4 Hp = 0 + ( -2)_2 


fa /3 re r? Fi al| 


de, 1 (2 op @ H\ , 2¥+3 ens Wy Me 
toe EN ak Gy ELK 00 Po eee. 
ar 


Geht man mit (31) und (33) in (30) ein, so geht die Minimalbedingung iiber in 


Q 
2 2 op @ x \ (OD 2 Hx, %, D aD\2 
eal Vee eo ee 0 (F) 


wobei J eine Konstante ist. Aus der Gleichgewichtsbedingung in Achsrichtung erhalt 
eine Nebenbedingung fiir die Funktion @. 


Der dem Halbmesser 9 zugeordnete Innendruck ist 
2 2 
pi = % In 4 ae a) op ae oF 
Mit (35) wird der auf das Rohr ausgeiibte Axialzug 


@, % Q op Q° ra\ 
A =a 73 tn = at ") Ws a(t =) 
Die Gleichgewichtsbedingung in Achsrichtung fihrt auf 


Q 
Etma—(— 29) 2 zag | Or erar =o. 


Fir r = 9 miissen die Spannungsrandbedingungen 


Ts 
L 


OzEl = O2Pl > 
doze __ 40, P1 


erfiillt werden. Die Randbedingung (38) ergibt 


am Sp 
®(0 0) = Fem — (129) 


Aus (37) und (40) kommt 


P(e 


i=) 


UE ie eee ke ON rati= Oy, 
Mit der letzten Gleichung aus (33) und der Forderung, daf fiir r — 9 
de, nm = de; py 


erfillt ist, fiihrt die Randbedingung (39) auf 
2yv[a@d 4 Ex, x.[@ Op 0 
| ed, ss 4 i Sse 
[Fe a mae a "8 "a 


Bei einer rein elastischen Deformation ist 


1 
O; =a pg CE Shes Pe 
Damit ergibt (43) die Anfangsbedingung 
O(r,7;) =0 fir Qg@=nT7. 


wm 


man 


(35) 


(36) 


(42) 


(43) 


(44) 


ép | 
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Durch den Ansatz fiir die Funktion 


Br, 0) = (et — 1a tat + eG] (45) 


wird (44) erfiillt. Die Konstante cy in (45) 1aBt sich so bestimmen, da (41) erfillt wird. Es 


ist dann 


tk igs 1 
A (sees cnt 
+ ¢5 (@* — 11) ; a) 


Setzt man (46) in (42) ein, und beachtet, da®B c, und c, noch Funktionen von @ sind, so erhalt 


man die Differentialgleichung 


4 op 0 2 ies 1 
eg ee 


o\ 2% 02 —r} (dc, ! 2 @ 2 E x, % ¢ 
Clears v 1+ x, @ 


2 bs : 
ae ei \\ O. 30 a re 
ie arn TC 2 En % ts (47) 
BOF 2 @ 3 r2 —r? \ do 2 62 r2 y lt x, o 
2 . (Neen tied (Pale oe var 1; 
go Cia are, ae eee 
Fuhrt man die Abkirzungen 
OF as 1 1b aR i] 
I a a EY) 2 Se EUR) ce a 
a: Ta 3 0 3 Q ey: ur Y Qe? D Q 
Hy rz nes re ° le r2 r2 ? (48) 
(e Cor 
Ea Gele = tet (0 ra? 
F 0c, 2 2 19 2 2 2 Cy 
2 de (@ T;) I Q Co (o i) ’ 
Q 
0c 0 
Fy = Bp Hale — ri) + 29 ¢,p; — (0? — r}) 1 5e° 
cy 9 to] (49) 
a= gotta le? — 1h) + 20 cou, — (0? — Ti) ae, 
Q 0 
r 72 
pee 1 oH EE 
Tr 2 
ec, & dr, Pes ae " dr 
a ob Me a. HX . 
os 2 Q 
t t 
ein, so ist 
"12D | 2 Em x, ® eee fost Saye 
pase =e Fike, dp = Saas Q i __ & if 
[ (% ae, °)' r 36 ID Se Te Fe pa he eet) 
‘ Oe 
5 9 | 
| za En 2 (0 — 73) (Fs ++ Fe); (50) 


ot —r# 2 2 oe re ene. 
+ I-22 RI +3 °SE RR + HR, 61) 
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@ o®@ 
2 E 00 ap 2 2 = 
Bee 24 es * r= > E x x (0 — i) (Cy fa + €2 Me) (Fs + Fs) 
a 
@ 0 
1 iH a: ‘ 1 Te 
x [= sae — [Fy (¢, fy — ¢2 Me) + ¢y (Fs + F,)] | eee mah 
aa eo 
t 9 ' u 
r 
— LPs (1 ta + C2 Ma) — Fy Cy + (F's + Fy) 69] - joa ods 
regs, 
; eS : y amt 5 
+ [Fy ¢, + F, ¢] P maar rey By rae 
J @ + He serge + Hs | 


Die Minimalbedingung lautet damit in abgekiirzter Schreibweise 


ace o43 5s a OnE r) =Min (7,50 S7,). 


(52) 


(53) 


Die Funktion yp lat sich explizit angeben, da simtliche Integrale in (49) und (52) streng aus- 


wertbar sind. Durch (47) und (53) sind die Funktionen c,(@), c,(@) bestimmt. 
Da die Funktion y ein Minimum annehmen soll, so mu auch 


ly do = Min 


erfillt sein. Mit (30) lautet die Bedingung (54) 


r. o 
a 


i ° do; de; pas $ A eee 
fe ties|te me eam 


Ths rT. 
t 


(54) 


(54a) 


Die Minimalbedingung (30) sagt aus, daB die durch die Spannungszuwachse und Dehnungs- 
zuwachse geleistete Arbeit ein Minimum ist. Entsprechend ist (54a) die Gesamtarbeit der 
Spannungs- und Dehnungszuwichse, die geleistet wird, wenn der Plastizitatsradius von r; nach 


r, wandert. 
Die Differentialgleichung (47) wird in die beiden Gleichungen aufgespalten 


Se = @ 2 pV 2 
(Ta rT?) 2 /3 Op r2 de, 9 0 if D1; Hy Xo 1 i : a 3 Q ae 3 : 
a eee 1 i do" a oe —r vy 1+ x, @ 2 1 ; 
ee a Q pees eee 
3 0 3 
r4 
! crs ee, 
dey 2 @Q : 2 Ex *%, a. 2 a= 7) - — ze j | Bou 
Con 102 ==72 We Mate (e ip eet re of I 0 | 
L 9 0 2 U 2 Oz 2 


Mit den Funktionen 


:@ 2 x 2 En% See ee 
Caan) 1) 4 ; es In [r; . fis re 


1+ : S 
mee lara ls dg 
1 1 ay” 

r? ah - 5 o% 


(55) 


(56) 
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lauten die Lésungen von (55) und (56) 


Cy = eG ; Yq eG do + py eS, 9 (59) | 


Co = ge. (ey : 


Es wird (59) und (60) in (54) eingesetzt. Die in (59) und (60) auftretenden Integrationskonstan- — 
ten f,, By ergeben sich aus der Forderung 
aay uae Bi | 

an, | y(Pr, Be» 0) do = 0 ? =| v(Pi, Be» 0) do =0. (61) 
al 2 } 

4. Zusammenfassung. Auf dem gezeigten Weg wurden die Spannungen 0,, 0,, 0, berechnet, 
wobei an Stelle der Veranderlichen r und g die dimensionlosen Groen x; = r;/o , x = r/@ und | 
x, =r/o in die Rechnung eingefiihrt wurden. Die Funktion @(r, 0) wurde dann fir den 

Bereich 
OAS a= 0k Se 

tabuliert. Hierbei zeigte sich, daS der Rechenaufwand bei der Durchrechnung eines Einzel- | 
beispiels nach der Charakteristikenmethode wesentlich geringer ist. Bei der Anlage von Zahlen- || 
tafeln zur Berechnung von Spannungen fir beliebige Durchmesserverhaltnisse ergab sich, daB | 
der aufgezeigte Wege zu geringerem Rechenaufwand fihrt. Fir das Beispiel r;/r, = 1/2 wurden | 
die Rohraufweitungen bestimmt und diese Werte noch durch praktische Versuche nachgepriift. || 
Hierbei ergab sich, daB® die theoretisch bestimmten Rohraufweitungen in dem Streubereich der 
gemessenen Rohraufweitungen lagen, wobei Messungen an drei Rohren aus demselben Material | 
und demselben Rohrverhaltnis durchgefiihrt wurden. Insbesondere stimmten die theoretischen | 
Rohraufweitungen auch mit den gemessenen Rohraufweitungen tiberein, wenn das Rohr || 
entlastet wurde und die Restdeformationen bestimmt wurden. i 
Daraus kann geschlossen werden, daB durch die beriicksichtigte lineare Verfestigung die || 
tatsachlichen Verhaltnisse auBerordentlich gut erfaBt werden. 
Der sogenannte Platzdruck eines Rohres kann auf rein rechnerischem Weg nicht erfaBt || 
werden, da fiir 9 = r, die ,,geometrische Gestalt‘* des Rohres instabil wird. Bei den Versuchen || 
zeigt sich, wenn der Innendruck tiber p; (9 = r,) gesteigert wird, dafs das Rohr schon bei ge- || 
ringen Uberschreitungen aufzubauchen beginnt. 


(Eingegangen am 26, Marz 1954). 


Anschrift des Verfassers: Dozent Dr.-Ing. Hans Jung, Stuttgart-N, Robert-Mayer-Str. 66. 
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Landolt-Bérnstein 


= Zahlenwerte und Funktionen aus Physik, 
Chemie, Astronomie, Geophysik und Technik | 


‘Sechste Auflage der »Physikalisch-chemischen Tabellen“. Unter vorbereitender Mitwirkung von 
J. D’Ans, A. Eucken jf, G, Joos, W. A, Roth} herausgegeben von J. Bartels, P. ten 
Bruggencate, K. H. Hellwege, KI. Schiifer, E. Schmidt, In vier Banden. 


Soeben erschien: 


IV. Band: Technik. In 4-Teilen. “ 


1, Teil: Stoffwerte und mechanisches Verhalten von Nichtmetallen. Bearbeitet vonR. Bier], B. Bo on- 
stra, E.vom Ende, J. Endell, W. Fritz, R. Houwink, H.R. Jacobi, P.-A. 
Koch, F. Kollmann, Th. Kristen, C.Kux, P. Lagally, E. Lax, S. Peter, 
L. Schiller, G.Schinke, H. Schinborn, G.V. Schulz, K. Schuster, 
€; Schusterius, Ph. Siedler, G. Vogelpohl. Heransgegeben von E. Schmidt, Mit 
1104 Abbildungen. XVI, 881 Seiten 4°. 1955. ' In Moleskin DM 288,— 


Inhaltsiibersicht: Allgemeines. Abkirzungsverzeichnis der wichtigsten Zeitschriften. Physi- 
kalisch-technische GréBen und Gleichungen. MaBsysteme. Einheiten und Umrechnungstafeln. Atom- 
gewichte. Reduktionen auf Normzustande. Dichte des Wassers (luftfrei). Araometric. Pyknometri 
Dichten des Quecksilbers in G/cm*? bei dem Druck von: 1 Atm. —. Stoffwerte nichtmetallischer fester 
Stoffe. Natiirliche und kiinstliche: Baustoffe. Organische Naturstoffe (Holz, Papier, Pappe, Zellstoff, 
Holzschliff). Faserstoffe. Mineralische Kunststoffe (Keramische Stoffe. Glaser). Kunststoffe. Natiir- 

. licher und synthetischer Kautschuk. — Reibung, Viscositit, Verhalten von flissigen und gasférmigen 
Stoffen, Akustik. Reibung und Rollwiderstand. Viscositét (Zahigkeit), Strémung durch Rohre. Um- 
strémung von Kérpern bei zweidimensionaler Strémung. Umstrémung von Kérpern bei raumlicher Stré- 
mung. Flotation. Technische Akustik. 


ad { 


Dieweiteren Teile des IV. Bandes werden behandeln: 
2. Teil: Eigenschaften der Metalle. 
3. Teil: Elektrotechnik — Lichttechnik —- Réntgentechnik. 
4, Teil: Warme. 


Bisher erschienen: 


I. Band: Atom- und Molekularphysik 
1. Teil: Atome und Tonen, 1950. or 
2. Teil: Molekeln I (Kerngeriist), 1951, 
3. Teil: Molekeln IZ (Elektronenhiille), 1951. rf 
4, Teil: Kristalle, 1955. 
5 5. Teil: Atomkerne und Elementarteilchen, 1951. 


IJ. Band: Astronomie und Geophysik erschien am 21. 12. 1951. 


Die weiteren Bande werden folgende Gebiete behandeln: 


II. Band: Eigenschaften der Materie in ihren Aggregatzustinden. In 6 Teilen. In Vorbereitung. 


Jeder Band und Bandteil ist einzeln kauflich. 


—— — 
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Einfiihrung in die Technische Mechanik 
‘Nach Vorlesungen. Von Dr,-Ing. Istvan Szab6, 0. Professor der Mechanik an der Technischen Universi- 


tat Hee cgpge en 2 Mit 484 Abbildungen. XII, 383 Seiten Gr.-8°. 1954. - 
 Steif; geheftet DM 19,50; Ganzleinen DM 22, es 


Inhaltstibersicht: Die Statik des starren Kérpers: Einleitung. Die Elemente der Vektorrechnung. 


Uber die Kraft. Krafte mit gemeinsamem Angriffspunkt. Ebene Kraftegruppen am starren Korpr mit 


nicht gemeinsamem Angriffspunkt. Uber Kraftepaar und Moment. Kraftezusammensetzung i im Raume. 


Ebene Statik des starren Kérpers. Uber den Schwerpunkt. Der statisch bestimmt gelagerte Balken. — - 


Einige elementare Probleme der Elastizitatstheorie : Allgemeine Bemerkungen und Gesetze zur Elastizitats- 
theorie und Festigkeitslehre. Die elementare Theorie der Balkenbiegung. Flachenmomente zweiten Grades. 
Die elastische Linie des Balkens. Erginzungen zur Theorie des Balkens. — Statik der ‘Systeme starrer 
Kérper: Systeme aus einer endlichen Anzahl starrer Kérper. Ebene Fachwerke. Statik der Systeme aus 
unendlich vielen starren Kérpern (Statik der Seile ‘und Ketter), — Einfiihrung in die Dynarhik: Kine- 
matische Betrachtungen. Das NEWTONsche Grundgesetz und seine ‘Wolscraupon: Kinetik des Schwer- 
punktes. Uber Bewegungswide?stande (Reibung). Die einfachsten Schwingungsprobleme der Mechanik. 
‘Uber den Sto8. Einblick 1 in die Hydromechanik. Grundgesetze der Ahnlichkeitsmechanik. — Namen- 


und Sachverzeichnis. 


iy ~ . 
Diese Einfiihrung in die Technische Mechanik ist fiir den Anfanger beim Studium dieser Disziplin be_ 
stimmt. ; 


Eine weitgehende veka Schreibweise aller bearbelteten Themen wird durch eine entsprechende 


Finfiihrung in die Vektorrechnung vorbereitet. Das 1. Kapitel ist der Statik des starren Kérpers gewid- 
met, wo neben allgemeinen Ausfiihrungen iiber Kraftesysteme die Schwerpunktsberechnung sowie die 
Schnittlastenermittlung fiir den Balken zu finden sind. AnschlieBend werden im 2. Kapitel einige ele- 
mentare Probleme der Elastizitatstheorie behandelt (Verformungen des Balkens infolge Biegung, Schub 
und Torsion und die bierbei entstehenden Spannungen). Dazu gehéren auch die schiefe Biegung, der 
Balken auf nachgiebiger Unterlage (und erweiternd daraus der Spannungszustand einer rotationssym- 
metrisch belasteten Kreiszylinderschale) sowie einige Falle der Stabknickung. Bei der Torsién wurden 
hauptsichlich diinnwandige Querschnitte untersucht. Im 3, Kapitel wird ein Uberblick iiber die Statik 
dex Systeme starrer Korper gegeben (verschiedene Berechnungsverfahren fiir-die Ermittlung der Stab- 
krafte statisch bestimmter Fachwerke und Statik der Seile und Ketten, an die sich das graphische Ver- 
fahren von Mohr fir die-Bestimmung der Biegelinie eines Tragers anschlieBt). Das 4. Kapitel fiihrt in die 
Dynamik ein. Hierzu wird, vom Newtonschen Grundgesgtz ausgehend, der Schwerpunkts- und Drallsatz 
formuliert. Neben der speziellen Untersuchung ebener Bewegungsvorgiinge wird auch auf die Relativ- 
bewegung eingegangen und mit ihrer Hilfe die sog. Kreiselwirkung erlautert. Einen breiten Raum nehmen 
Ausfiihrungen iiber Bewegungswiderstande (Reibung) sowie einfache Schwingungsprobleme mit und ohne 


.Dampfung ein. Neben der Eigenfrequenzermittlung mit naherungsweiser Beriicksichtigung der Feder- 


masse findet der Leser hier eine allgemeine Lisung des Problems der erzwungenen gedampften Schwin- 

gungen fiir beliebige periodische Erregerkraftfunktionen mittels der Methode der harmonischen Analyse. 

Za diesem Kapitel gehéren weiterhin Ausfihrungen iiber den Sto8, plétzliche Fixierungen und Sto8- 
vorgange an Tragern mit naherungsweiser Beriicksichtigung der Trigermafe. Hin besonderer Abschnitt 
ist der Hydromechanik gewidmet, in dem neben den allgemeinen Eulerschen Bewegungsgleichungen und 
den daraus resultierenden Folgerungen (Bernoullische Gleichungen, Impulssatz usw.) auch die einfachsten 
Probleme der Theorie der zdhen Flissigkeiten (Hagen-Poiseuillesches Gesetz, Spaltwasserstrémung usw.) 
behandelt werden. AbschlieBend folgen die Grundgesetze der Ahnlichkeitsmechanik, wo vor allem auf 
die Ahnlichkeitsgesetze von Reynolds, Cauchy, Froude eingegangen wird. 


Kine groBe Anzahl von Ubungsaufgaben soll zur Vertiefung der dargelegten Zusammenhange beitragen. 
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